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Ubungsblatt 3 - Losung

1 Erhaltungsgrofien des 3-dimensionalen Oszillators *
Betrachten Sie einen 3-dimensionalen harmonischen Oszillator mit
mr(t) + k7(t) =0 ; w?=k/m

(a) Zeigen Sie, dass
Lij = m(;vzxj — .%'Z:EJ)
und .
m., .
Aij = El‘il‘j + §$il‘j,
mit 7,5 € {1,2,3}, Erhaltungsgréfien sind.
(b) Leiten Sie her, dass
2
2 A Y g2
Aij = A Ajj 1 L3,
wobei hier keine Summenkonvention verwendet wird.

Losung:
(a) Aus Gleichung folgt
Damit ist

Auch A;; ist erhalten, da

; mo.o. k. . L. Lo
Ajj = (& + &85) + - (@i + x385) = Emj(msci + kx;) + ixi(mxj + kz;) =0,

2 2

wobei wir im letzten Schritt wieder Gleichung verwendet haben.

(b) Es gilt
m2 k2 mk
Afj = fx? + Zaxf ? + 5 Lilil;
2 k2 k k
%i?@? + —afal + mT(;ng; +a2i?) — %@35@ — Qw4 #2a%) =
m . k m . k wim? . . w?
(3o 52) (538 + 5 )~ Gt =ty = 703

(6)



2 Erhaltungssatz der Variationsrechnung

(a) Betrachten Sie das Funktional

1@h=[2Fuu»awnm

1

dessen Integrand F' nicht explizit von ¢ abhéngt. Zeigen Sie, dass dann

OF(z,%) .

eine Erhaltungsgrofe ist, wenn das Funktional I[z] fiir () extremal ist.
Hinweis: Achten Sie darauf, das totale Differential korrekt auszufiihren.

(b) Wenden Sie das Resultat aus (a) auf F = L(,¢) an, also auf den Fall, dass der Integrand eine Lagrange-
Funktion ohne explizite Zeitabhiingigkeit ist. Welche Erhaltungsgréfie folgt daraus?
Hinweis: Verwenden Sie, dass fiir eine quadratische, homogene Funktion T'(¢) gilt, dass

i@qi = 2T.

= 9

Losung:

(a) Wegen 28 = 0 ist

d -M_F( )=z d0F OF, OF. (dOF OF\_, )
a\" ox LU )T Y0 T G ox oz ox. \dtor oz )

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass F'(z(t),Z(t)) die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt.

(b) Fiir F = L(,q) = T(¢) — U() folgt mit (a) und mit Hilfe des Hinweises die ErhaltungsgroBe

(j”-agi@—ﬁ—U):Zqi%—TJrU:QT—T—kU:TJrU:E, (8)
q i

%

die wir mit der Energie E identifizieren.

3 Fermat’sches Prinzip *x*

Das Fermat’sche Prinzip besagt, dass sich ein Lichtstrahl immer so von einem Punkt zum anderen bewegt,
dass der dabei zuriickgelegte Weg eine minimale optische Linge hat. Wir betrachten nun einen 2-dimensionalen
Raum mit Brechungsindex n(z,y), sodass der optische Weg zwischen zwei festen Punkten (x1,y;) und (22, y2)

gegeben ist durch
T2
L) = [ () VT 7@ da.

1

Im Vergleich zur normalen Wegldnge muss also nur jedes Wegelement mit dem dortigen Brechungsindex ge-
wichtet werden. Finden Sie y(z) fir

(a) n =const.
(b) m =1/y, wobei hier nur der Bereich y > 0 betrachtet werden soll.

Sie brauchen dabei die Integrationskonstanten nicht durch =1, z2, y1, y2 ausdriicken.



Loésung:

(a)

4

Fiir n =const. ist das Problem &quivalent zur Bestimmung der kiirzesten Verbindung zwischen zwei
Punkten. Da der Integrand F(y’) nicht explizit von y abhéingt, ergibt die Euler-Lagrange-Gleichung

oF y'
Ty/ = \/TT = const. =: ¢ (9)
Durch Umstellen erhalten wir
y' = const. =: a, (10)
also lautet die Losung
y(x) = ax +b. (11)

Mit n = 1/y ist F(y,y’) nun explizit abhéingig von y, aber immer noch nicht explizit abhéngig von z. Wir
verwenden also den Erhaltungssatz aus Aufgabe [2| und finden

OF (y,y') Ll ye 1 N
/NI T F ! = - — 1 12 = - = ‘t. =.C. 12
Y oy’ (v,9") Y T2 2 V1i+y ) Tt E cons ¢ (12)

Mit ¢ = 1/¢ stellen wir um zu

Trennung der Variablen liefert

o — Y — 2 _ .2
x xof:t/ \/Cg_indyf:F\/c , (14)

woraus schliefSlich durch Auflésen
y(z) = £y/c? — (x — x0)? (15)

erhalten. Da wir den Bereich y > 0 betrachten, wihlen wir die positive Losung. Die Konstanten ¢ und xg
sind durch y(z1) = y1 und y(x2) = y2 bestimmt.

Gravity-Hyperloop *:*x*

Zwei Orte auf der Erde (Sphire mit Radius R, Masse M, homogene Dichte p, Vom Erdzentrum aus gesehener
Winkel ) sollen mit einem Tunnel verbunden werden, sodass allein durch die Gravitationskraft der Erde der
Transport von Massen gelingt. Nun soll der Tunnel nicht etwa geradlinig sein, sondern so, dass die Zeit zum
durchqueren minimiert wird. Berechnen Sie mit Hilfe der Variationsrechnung die Durchquerungsdauer 7" wenn
die Form des Tunnels die Zeit extremalisiert (fuer eine Testmasse m).

(a)

Sie koennen ohne Herleitung verwenden, dass innerhalb der Erde die radiale Kraft F(r) = f%wGpmr
lautet, mit r dem Abstand zum Mittelpunkt. Formulieren Sie das Problem in Polarkoordinaten. Das
infinitessimale Wegelement ist hierbei ds? = dr? + r2df?. Berechnen Sie nun 7/(f) im extremalisierten
Fall. Zur Kontrolle:

dr R [r2—12

dg ror R2 — 2

wobei g der Mindestabstand zum Erdmittelpunkt ist.

Die vorige Gleichung kann nach r(f) aufgeloest werden, dabei entstehen Hypozykloide https://en.
wikipedia.org/wiki/Hypocycloid. Um nur die Durchgangszeit 7' zu bestimmen, kann dieser Schritt
aber auch weggelassen werden, indem im urspruenglichen Integral nach der Zeit, die Integrationsvariable
zu r gewechselt wird, und folgende Integralidentitaet benutzt wird (wie schon auf Blatt 1, Aufgabe 10):

™

[ et
a Vz—a)b—2)


https://en.wikipedia.org/wiki/Hypocycloid
https://en.wikipedia.org/wiki/Hypocycloid

Loésung:

(a) Analog zum ersten Maxwell-Gesetz

r<R €

mit folgt mit der Ersetzung 4’" — GM;,, dass

o o 1 4 4
/<R dA - Ey = 4nGM;y(r) = E(r)= —W47TGp§7rr3 = —gﬂ'GpT
Das Potential ist somit A k:
U(r) = Gpgmr2 =: §r2
In Polarkoordinaten ist die Energie und Geschwindigkeit
k k k . k
E:§R2257’24—%02:57’24—%(%2—%7’292), v = E(R2—T2)

Das Wegelement ist

2
ds® = dr® + r?do® = ( + (j;) ) do*

ds 7/.2 +7"/2 Im 7'2 + T'/2
dt = ? = Wd@ = F(T, T’, 0)d9

Zu extremalisieren ist dann -
= / dt = / F(r,r',0)do
0 0

Man erkennt, dass F' nicht explizit von § abhaengt, daher ist (wie in Aufgabe 2 (a) gezeigt) folgende
Groesse konstant

Damit ist

,OF
r'— — F = const.

or’

OF m r!
or \/;\/(72 T12)(R2 — 12)
_fm 2 - /TQ T2
C=\VE <\/(r2+r’2)(R2—r2) 7"2> \/7\/ r2+r’2)

Fuer die Stelle rq ist v’ = 0 (Da mindester Abstand zu Erdmittelpunkt, und somit dr = 0), somit ist

Aufloesen nach % ergibt

@:%r R2 —r2

o fmr [P
k R2 —r2 ré

Nun kann die extremalisierte Zeit bestimmt werden durch aenderung der Integrationsvariablen von 6 — r,
wobei beachtet werden muss, dass aus Symmetrie 2 mal von rg zu R integriert werden muss, um die
gesamte Durchlaufzeit zu bestimmen :

Setzt man r’ in F ein ergibt dies

-1

o R R 2 2 2

do m T R2 — 7 R r2 —p

= = r / =92 F -9 e 0 0
/dt /O (r,r,0)df /TO ) g /TO \/kR2—r2\/7 el e B




R 2rdr 1 R? —r?
=7T,| —
ro V(R2—12)(r2 —12) 37Gp r3

Da nach Angabe die Bahn ein Hypozikloid ist, ergibt sich

aR:27r-<R_TO> :>rO:R(1—O‘>
2 s

Dann ist

5 Isoperimetrisches Problem s

Betrachten Sie eine Funktion y(x) die an den Endpunkten y(a) = y(b) = 0 verschwindet. Unter der Vorausset-
zung, dass die Laenge des Graphen konstant (die genaue Laenge muss dabei nicht beachtet werden) ist, beweisen
Sie, dass der maximale Flaechinhalt unter der Kurve y(x) dann erreicht wird, wenn y(x) eine Kreisgleichung
erfuellt. (Hinweis: Die Laenge eines Graphens ist [ /1 + y'2dz)

Loesung:

Dies ist ein Variationsproblem mit einer Nebenbedingung. Extremalisiert wird also

b b
Fly :/ ydsc—i-)\/ V14 y?dx
a a

Es kann wieder Resultat von Aufgabe 2 (a) verwendet werden, aber selbst ohne dies ist relativ schnell die
Loesung erreichbar. Fuler Lagrange auf

Ly, v, x) =y + \/1+y?

angewendet, ergibt

aor A, v\
dedy  do "\ /11+y2) (1+y?2)3/2

oL
= _1
dy
Also ist zu loesen mit u =y’
du
AU g 232
1z (1+wu)

Integrieren mit u = tan(f) und du = df sec?(f) ergibt

r—x9 / du B / sec?(0)do _/ 1 46 = sin(arctan(z)) = v oy
o arerr ) Gra@)pe ) secn)® “ VR i

Umstellen und integrieren ergibt

T—To o 2
y—yoz/Adez—MH—(x /\xo)
Vi-(=2)
Y—Yo ? T —Xo 2
=1
(52) - (57)

Deutet also auf einen Kreis hin. Die genauen konstanten sind ermittelbar, sind aber nicht von hoher relevanz,
da nur nach der Form gefragt wurde.

Insgesamt ergibt sich




6 Maximierung Gravitationskraft s

Es sei eine Masse M gegeben, welche sich stetig verformen laesst, jedoch konstante Dichte p und Volumen V
besitzt. Sie soll nun am Ursprung eine maximale Gravitationskraft (nach Newton mit Gravitationskonstante G)
erzeugen. Bestimmen Sie fuer diesen Fall die Beschleunigung die eine Probemasse mg (in z-Richtung) erfaehrt,
wenn sie sich am Ursprung befindet. Zur Kontrolle

4 150\ V3
= Zap 2=
7% p<4ﬂp>

Sie koenne davon ausgehen, dass aus Symmetriegruenden, die Form radialsymmetrisch um die z-Achse sein
wird. Das Problem ist sowohl in Zylinder- also auch Kugelkoordinaten loesbar.

Loesung:
Die infinitessimale Kraft eines Massenelements dm auf eine Probemasse mg in z-Richtung lautet in Kugelkoor-

dinaten dF Gd G cos(0) pdV
— =dg= e cos(f) = G cos(0)pdV = Gpsin(0) cos(8)drdfideo

r2 r2

mo
wegen
dV = r%sin(0)drdfde

Demnach ist die Beschleunigung auf die Probemasse

T pbo  pr(0) 0o
g= /dg = /0 /0 /0 Gpsin(0) cos(0)drdfde = 271'Gp/0 r(6) sin(0) cos(6)db

Dabei muss das Volumen konstant sein

s 90 7‘(0) 2’]T 90 .
V= / / / r? sin(0)drdfdp = ~— / 7(6)3 sin(6)df
0 0 0 3 0

Zu optimieren gilt nun unter dieser Nebenbedingung

_ bo ’ . . 2 3 .
glr] = /0 L(r,r",0)do wobei L =2pr(6) sin(0) cos(0) — )\?T(Q) sin(6)

Euler Lagrange ergibt, da L nicht von r’ abhaengt

oL

0 or

= 21(Gpsin(f) cos(h) — \27 sin(6)r?) =r(f) = Gr cos(6)

Da

Weiterhin muss nun A ermittelt werden

o Gp 3/2 /2 . 2m Gp 3/2 2 T 4 Gp 5/
V=3 (%) [ 0= () Gemorin =3 ()

Also

Berechnen der Beschleunigung ergibt

-1/2 1/3
[Gp [/? 3/2 . ir, 151\ %2 drr 15M
=9 g = /2 i - 0 fahniid
g TGp 3 /0 cos(0)”'“ sin(0)do 3 (Gp) Gp p F Gp Tnp

Vereinfacht man: 3/2
4V3
T = <5> G(,o2772M)1/3

So laesst sich das Ergebnis mit dem Fall vergleichen, falls die Form eine Kugel ist.

GM

4 3
QOZF Vzgﬂ'R



3/2
= go = <3) G(p*m* M)/

Die optimale Loesung ist also nur geringfuegig staerke als die im Fall einer Kugel

3/2
Imaz _ (3V3 — 1.0594...
Jgo S
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