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Aufgabenblatt 4

Aufgabe 1 (zum Aufwirmen). Zeigen Sie durch Differenzieren und Einsetzen, dass
die Funktion x = Cy - € + Oy - et die allgemeine Losung der Differentialgleichung
& — 44 — bz = 0 darstellt (Cp,Cy € R). Wie lautet die durch den Punkt P = (0;5)
gehende Losungskurve, welche in ¢ = 0 die Steigung & = 1 besitzt?

Aufgabe 2 (x). Losen Sie folgende DGLen mithilfe , Trennen der Variablen“ oder
,Variation der Konstanten®:
o i(l1+t3) =tux
o t(t+ 1)t =u, z(1) =4
o &+ x-tant = 5sin(2t)
Aufgabe 3 (x%). (i) Berechnen Sie sdmtliche Losungen im Bereich = # 0 der
Differentialgleichung
(1) &+ tr = ta®

und bestimmen Sie jeweils das maximale Existenzintervall.
(ii) Gibt es weitere Losungen der Differentialgleichung (1), neben der in Teil
(i) erhaltenen?

Aufgabe 4 (x). Seiz : I — R. Finden Sie die spezielle Lésung der DGL 2. Ordnung
T4+2¢x—-3x=0

mit den Anfangswertbedingungen x(1) + #(—3) =e, z(0)=0.

Aufgabe 5 (). Sei y(x) : I — R. Losen Sie folgende inhomogene DGL zweiter

Ordnung;:

(2) i —y— 6y =12 cosh(3x)

. Achtung: an der Stelle des gewohnten Fkt.namens z wird hier y verwendet. z
ersetzt das gewohnte ¢.

Aufgabe 6 (x*). Skizzieren Sie das Richtungsfeld der jeweiligen DGL 1. Ordnung
mit Hilfe von Isoklinen und versuchen Sie eine Losungskurve einzuzeichnen. Wie
lautet die allgemeine Losung der DGL? (Hinweis: zeichnen Sie Linien konstanter
Steigung y' ein)

a) y'=y, b)) a+yy =0
Aufgabe 7 (xx). Losen Sie folgende lineare DGLen n-ter Ordnung. (Hinweis: Satz

zur Losungsnormalform. Wenn die Gleichung nicht leicht 16sbar ist, hilft stures
Probieren mit betragsméfig kleinen ganzen Zahlen.)

e T +2F—&—2x=0
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° y/// + y/ -0
e 20 £ 27 +i=0
Aufgabe 8 (x). Losen Sie folgende Bernoullische DGL:

1
x’+¥x—x3=0

1 0

(i) Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix der Differentialgleichung (z € R?)

Aufgabe 9 (x). Sei A(t) = (O 0).

T = Ax
(ii) Bestimmen Sie das maximale Existenzintervall der Losung des Anfangs-
wertproblems (¢ € R)

&= Az + (Coso(t2)) , 2(0) = G)

Aufgabe 10 (xx). Sei A(t) = (é i) fir t e R.
(i) Bestimmen Sie alle Lésungen x : R — R? der Differentialgleichung
(3) T =A(t)x

(ii) Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix X (¢),¢ € R fiir die Differential-
gleichung (3), die

() xo= (3 o)

erfiillt. Ist die Fundamentalmatrix X (¢) durch die Bedingung (4) eindeutig
bestimmt?

Aufgabe 11 (x). Gegeben sei z : R — R und eine homogene DGL 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

(5) Z+ar+br=0

Zeigen Sie: Ist x(t) = u(t) + i - v(t) eine komplexwertige Losung der Differnti-
algleichung, so sind auch Realteil u(t) und Imaginérteil v(¢) (reelle) Losungen der
Differentialgleichung.

Aufgabe 12 (xx). (i) Gegeben sei f : [0,1] =’ T, f(z) = z*. Fiir welche
« > 0ist f Lipschitz-stetig? Geben Sie eine Lipschitz-Konstante an.
(ii) Sei A € R™ ™ und b € R™. Zeigen Sie, dass f : R" — R", f(x) = Az + b
Lipschitz-stetig ist. Welche Bedingungen miissen A und b erfiillen, damit
f eine Kontraktion ist?
(iii) Betrachten Sie die Funktion g : [0, 00) — [0, 00),

1 . 1
g(z) = 3 <9c—|—smx+ )

r+1

und zeigen Sie, dass ¢ einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.



