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1 Keplers 3. Gesetz

Das 3. Keplersche Gesetz fiir die Planetenbewegung besagt, dass das Verhiltnis
T?/a? fiir alle Planeten gleich ist. Hier ist 7' die Umlaufdauer und a die grofe Halb-
achse der Ellipsenbahn. Dieses Gesetz gilt nur fiir ein Zweikorperproblem unter der
Annahme, dass die Masse der Sonne M sehr grofs ist gegeniiber der Masse des Pla-
neten m. Beweisen Sie dieses Gesetz, ausgehend von der Drehimpulserhaltung.
Hinweis: Starten Sie mit dem Ausdruck fiir den Betrag des Drehimpulses L = ,ur29
(w ist die reduzierte Masse, r der momentane Abstand Sonne-Planet und 6 der Win-
kel des Fahrstrahls zur x-Achse) und integrieren Sie beide Seiten dieser Gleichung
iiber die Umlaufzeit. Benutzen Sie dann die Beziehungen fiir Aphel- und Perihel-
Achse aus der Vorlesung und die Ndherung m < M.

Losung:

Die Drehimpulserhaltung: ‘
L = ur*0 = konst. (1)

Integration iiber die Umlaufdauer liefert:

T T _ 2 2r 4
/ Ldt = / prlfdt = LT = / prldd = 2,u/ 57‘2(19 =2umab (2)
0 0 0 0

Jetzt benutzen wir die Beziehungen fiir die Halbachsen der Ellipse (siehe Vorlesung

S. 28):

b2 b\ 2
p=—, €= 1—<> = a:L b= P (3)

a a 1—e2’ 1— 2

Damit bekommen wir:
T2 _ 47T2M2b2 _ 4772M2P
a3 L2a L2

Mithilfe des Ausdrucks fiir den Parameter p (siehe Vorlesung S. 30):

L2
= 5
b GMmu (5)
bekommen wir das Endergebnis:
T2 472
== G (6)
a>  GMm

Die rechte Seite der letzten Gleichung ist nicht konstant (hdngt von der Masse m
ab):
Mm

M+m

p= (7)
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und damit:
v B 472 (8)
GMm — G(M +m)
Fiir den Fall m <« M vereinfacht sich der Ausdruck zu:
T2  4Arx? 472 472
TR il ~ 25— konst. (9)

@ GMm G(M+m) GM

2 Teilchen im konstanten Zentralkraftfeld

Ein Teilchen der Masse m mit Ortsvektor ¥ bewege sich in einem dreidimensionalen
Kraftfeld, wobei die Kraft in Richtung auf den Ursprung zeigt und ihr Betrag K
unabhéngig vom Ort ist.
(a) Wie lautet die Newton’sche Bewegungsgleichung fiir dieses Problem? Bestim-
men Sie die zugehdrige potentielle Energie und geben Sie den Energieerhaltungssatz
an.
(b) Zeigen Sie, ausgehend von der Newton’schen Bewegungsgleichung, dass auch
der Drehimpuls erhalten ist. Wie kann man daraus schliefen, dass die Bewegung in
einer Ebene erfolgt?
(c) Beweisen Sie den Zusammenhang

rr o,

7= 55t T
mer

(10)

Hier ist r der Abstand vom Ursprung und L ist der Drehimpuls.
Hinweis: Berechnen Sie L? und benutzen sie (@ x b)% = |a@|?[b|? - (@ - b).

Losung:

(a) Die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet hier:
mit = K (7) = —Ké, (11)

Es liegt ein Zentralkraftfeld vor, sodass die Kraft konservativ ist. Integration in
radialer Richtung liefert die potentielle Energie:

/KF) dr—K/eT dr—K/dr—KW (12)

Die Integrationskonstante ist hier zu Null angenommen.
Der Energieerhaltungssatz lautet somit:

E= %F + K| (13)
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(b)  Weil das vorliegende Kraftfeld ein Zentralfeld ist, ist der Drehimpuls eine
Erhaltungsgrofie. Expliziter Nachweis:

d- d - . -
aL:amfxi”:mfr‘*><7'*+mF><f:0—KF><e7:O (14)
Wegen L=7x o liegen alle Bahnpunkte in einer Ebene, deren Normalenvektor
durch den konstanten Drehimpulsvektor L gegeben ist.

(c) Fir eine ebene Bewegung gilt in Polarkoordinaten einerseits

i =72 4 r2p? (15)
und andererseits
L=L,=mr*p. (16)

Wenn man hier ¢ eliminiert, erhélt man:

Alternativ:

- -

L% = m*(Fx M2 = m2 (P — (7-1)?) = m*P (72 — (@ - 71)?) = m*P (72 —#2) (18)

Daraus ergibt sich die gesuchte Beziehung

) L?

=77+ : (19)

m2r2

3 Das Wirkungsintegral

Wir betrachten die eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem
homogenen Schwerefeld entlang der vertikalen z-Achse. Benutzen Sie die Koordinate
z fiir die Hohe des Teilchens. Die potenzielle Energie ist V' (z) = mgz. Berechnen Sie
das Wirkungsintegral:
t1
W = L(2(t), z(t), t)dt, t1 >0 (20)
to=0

(a) fiir die tatséichliche Bahnkurve z(t) = -3gt%;
(b) fiir die virtuellen Bahnkurven z,(t) = a,t”, v > 1. Dabei ist a, so definiert,

2
dass z,(t1) = z(t1) = —% gt3. Zeigen Sie, dass das Wirkungsintegral gegeben ist durch

mg*ts 2 1

V== [4(2y—1)+1/+1'

(21)

(¢c) Zeigen Sie, dass der Fall v = 2 zu einem Extremwert des Wirkungsintegrals
fiihrt. Hilfe: Betrachten Sie die Ableitung von W nach v.
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Losung:
(a) .
2(t) = —§gt2 = ‘=gt (22)
L=T-V= %22 —mgz = %92t2 + %gzt2 = mg*t? (23)
t1 1 5
W= L(2(t), z(t), t)dt = 3m9 t3 (24)
to=0
(b) Fiir die virtuellen Bahnen z,(t) = a,t”, v > 1.
Aus a,t] = —%gt% = aq, = —%gt?*l’). Somit folgt:
1 - 1 —
a(t) = —5oti ™ = 4(0) = —gente (25)

Die Lagrange-Funktion lautet:

1 —U 2 —v —V 2 -V
_m [—gutf )tu_1] +Egzt§2 )t”:%g%? )[’/tgz )tZ(V—1)+tu:| (26)

2 2 2 4

Anschlieftend ldsst sich das Wirkungsintegral wie folgt berechnen:

t1

W = L(Z(t), z(t), t)dt
to=0
— M 2,2 Vizt@—u)t(gy_n n 1 s
s ey v (27)
_moaf Ve L e
29 |12 -1 s
2
_m 5.3 v 1
=59 [4(21/—1) +1/+1]
(c) Wir sollen zeigen, dass %—VZ l—2 = 0, wobei W = #ﬁ’ﬂ
oW 2v(2v — 1) — 202 1 )
- - =0 firv=2 28
v [ 4(2v —1)2 (v+1)2 0 fiir v (28)

4 Streuung im Zentralkraftfeld

Berechnen Sie den differentiellen Wirkungsquerschnitt 3—6 flir die Streuung im ab-

stofenden Zentralkraftfeld U(r) = 7% mit 5 > 0.
b:v)

. [ 1 o 1 .
Hinweis: [ \/ﬁdw — 5 arcsin( 22
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Losung:

Der Perihelabstand 7,,;, ergibt sich durch folgende Energiebetrachtung:

K2 5 5 L
E = — =
(% 7“ + 92 mm(bp T’ o 2NT

min m

2
B+3, B+l B 3
= 2. = E“: ]25 °°:E+62 = Poin = b 1+Eb2 (30)

Der Streuwinkel in Abhingigkeit von L? = 2uEb? betriigt:

min

0=7m—2¢pg=m—2 / (31)
Tmin \/ E U 2M7,2i|
Wir substituieren v = %:
Up du 5 up
7T—2b/ = arcsm( + b2u )
0 /1—u2(%+b2) /6 + b2 o
(32)
(1)
E+b2
Wir 16sen diese Gleichung nach b auf
22
M2 b 2 ﬁ 2\ _ ;2 2
= (r—0) = T = (mr—0) <E+b>—b7r (33)
B 2( 2 2 2 p m—40
= 0 =0 (PP (=0 =b202r —0) = b= E————
(77 ) E ( ( )) ( ) 9(27‘(—9)

Fiir den Wirkungsquerschnitt benétigen wir die Ableitung nach 6

db g 1 1 7w—0

dé?:\/;<_ 9(271'—9)_5 9(277—9)3.(27r_9_9)> (34
db |8 1 (m —0)? _ B 1 2710 — 6% + 72 — 270 + 62
o \/; 0(2m — 0) <1+9(2ﬂ—9)>_ \/;\/m< 6(2r —0) )

d—g(ﬁ)— b |db] B w2 ™—6
dQ"’  sin(d) [df|  Esind 6221 — 6)2

(35)
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5 Zentralpotential

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m in 3 Dimensionen, das sich unter dem
Einfluss eines Zentralpotentials U(r) bewegt.

(a) Erkléren Sie in ein bis zwel Sétzen warum sich das Teilchen in einer Ebene
bewegt. Diese Ebene parametrisieren wir durch Polarkoordinaten (p, ¢). Bestimmen
Sie die Lagrange-Funktion des Teilchens.

(b) Zeigen Sie, dass ¢ zyklisch ist und bestimmen Sie die zugehorige Erhaltungs-
grofe 1.

(¢) Begriinden Sie ferner warum die Energie erhalten ist und zeigen Sie, dass sie

von der Form
1
E=-mp*+-——+U 36
5+ 57+ U) (3)
ist.
(d) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung fiir p. Vereinfachen Sie diese mithilfe
von [ und bringen Sie sie auf die Form

mpp = ~0,Vers(p) = ~0,(U(p) + Di(p)), (37)

wobei D(p) die Drehimpulsbarriere darstellt.

(e) Nehmen Sie im Folgenden an, dass U(p) von der Form U(p) = aﬁ ist. Wie ist
die Form des Potentials, d.h. wie sind @ und n zu wahlen, damit es einem Teilchen
mit Energie F und Drehimpuls [ moglich ist bis zum Ursprung zu gelangen?
Hinweis: Am Ursprung selbst treten Aufgrund der Singularitét des Potentials stetig
behebbare Definitionsliicken in Drehimpuls und Energie auf. Fiir unsere Fragestel-
lung hier, sowie fiir Teilaufgabe (f), fithren diese Liicken aber zu keinen Problemen
und koénnen ignoriert werden.

(f) Nehmen Sie nun an, dass man fiir ein solches Potential, das das Durchlaufen
des Zentrums erlaubt, untenstehende Trajektorien erhélt, d.h. das Teilchen lauft auf
einer Kreisbahn mit Mittelpunkt M durch den Ursprung O. Eine Parametrisierung
hierfiir ist gegeben durch p(¢) = 2acos(¢). Hieraus folgt insbesondere, dass p =
-2a¢psin(¢).

Fiir U(p) = a2 ist eine solche Trajektorie nur fiir eine besondere Wahl der Potenz
n und der Energie E mit dem Energieerhaltungssatz (34) vertréglich. Finden Sie
diese besonderen Werte von n und F.

Losung:

(a) Im Zentralpotential ist der Drehimpuls erhalten, d.h. L = mr x v = konst.
Folglich wird die Geschwindigkeit v des Teilchens immer in der Ebene senkrecht zu
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P

L liegen, das Teilchen kann also diese Ebene niemals verlassen. Lagrangefunktion:

L= gmi® —Ulp) = sm(@* + 7*3) ~ U(p) (38)

(b) ¢ kommt in der Lagrangefunktion nicht vor: % = 0, ist also zyklisch. Folglich

ist oL
95 =M ¢ (39)

erhalten.

(¢) Die Lagrangefunktion ist nicht explizit zeitabhéngig, daher ist die Energie

erhalten.

Es gilt:
E=tm@ 21 v() = tn 1 1L v (40)
—om e Pr= P Ty g2 TP
(d)
oL o 0 d OL N
— = - U, —(5:)= 11
; : 0 12 0 12 0
= mp:mpqﬁ——U:mpﬂ——U:—?)——
dp m2p*  Op mp3  Op (42)
. 12
= Drehimpulsbarriere D(p) = %ni—;

(e) Das Teilchen kann bis zum Ursprung gelangen, falls:

Fall 1: n = 2 und a < —%le
Fall 22 n >2und o < 0

(f) Wir haben:

. I l l
p= —2adsing = —2asin p—— = +2ay/1 — cos? p—s = +2a, /1 — (L)2—
mp mp 2a” mp

(43)
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Hieraus folgt:
l2
2 42 2
= e = ) (44)
und unter Verwendung von Teilaufgabe (c) folgt
1 12 12
U(p) = E — —m |(4a® — p*
)= g |1 = )| - 5o
1 12 12 12
= E — —mda® 45
oM 250 T 22 T 2 02 (45)
20212 1 1
_n_ Lo
mp? o

Somit also: n =4, a = —% und die Energie des Teilchens ist £ = 0.



