FERIENKURS ANALYSIS 2 FUR PHYSIKER

JOHANNES R. KAGER UND JULIAN SIEBER

Lésungsvorschlag zum Aufgabenblatt 2

Aufgabe 1 (). Bestimmen Sie fiir die Funktion f(x,y) = y* — 32y? + 23

(a) eine Funktion, deren Graph Tangentialebene an den Graph Gy bei (0,1)
ist,

(b) eine quadratische Funktion, die mit f bis zu den zweiten Ableitungen im
Punkt (x0,y) iibereinstimmt,

(¢) lokale und globale Extremstellen und Sattelpunkte.

Uberlegen Sie sich auferdem, wie Sie das Maximum und Minimum der Funktion
fir (z,y) € [~2,3] x [~2,2] suchen wiirden. Die Berechnung des Ergebnisses ist

nicht notwendig (der dhnliche Ansatz wird Sie in A.3 erneut begegnen).

Losung.

(a) Die Tangentialebene muss die selben partiellen Ableitungen haben, wie die
Funktion f an dem betrachteten Punkt (0,1). Abgeleitet und eingesetzt
sind das: Vf(0,1) = (=3y? + 322,4y3 — 62y)(0,1) = (=3,4). Also ergibt
sich als Tangentialebene

X

T(z,y) = £(0,1) + V£(0,1) - <y 1

>:1—3x+4(y—1)

(b) Wir verwenden das Taylorpolynom 2. Ordnung mit Entwicklungspunkt (xg, yo),
welches aus gestriger Vorlesung bekannt ist:

Qe9) = flao)+5 5w (7505 (@ a0 o) Hyanson) (7 20)

mit der Hessematrix

_ [ bz —6y
und dem Gradienten wie in a). Der Vollstandigkeit halber geben wir das
ausmultiplizierte Ergebniss an: Q(x,y) = 3zox? — 323z + 23 + 6y3y? —
8y5y + 3y;-

. - . —3y? + 322
(¢) Die stationdren Punkte sind gegeben durch Vf(z,y) = P — 6y ) =

<8) Die erste Gleichung ist gleichbedeutend mit y = x oder y = —z. Die

zweite Gleichung y(2y? — 3x) = 0 ist genau dann erfiillt, wenn y = 0 oder
T = %yQ, wegen x2 = y? also 1 = %x, bzw. x = % Die drei Losungen
(z,y) dieses nichtlinearen Gleichungssystems sind also P, = (0,0), P, =
(%a %)apli = (%7 7%)
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f(x,y)

ABBILDUNG 1. Funktion f von Aufgabe 1

Wir betrachten nun fiir jeden Punkt einzeln die Hessematrix: Py H¢(0,0) =
(O O). Mit dieser Hessematrix ist keine Aussage iiber die Art des statio-

0 0
niren Punktes moglich. Es gilt aber f(z,0) = 22, somit ist Py ein Sattel-
punkt.
Png(%, %) = _99 15) Die Matrix ist positiv definit, da beide Eigen-

werte positiv sind. Dies erhdlt man durch stures Ausrechnen der Eigenwerte
mit det(Hy(2,2) — A1) = 0, oder durch Anwenden des Satzes von Hurwitz-
Sylvester. Bei P, haben wir also ein lokales Minimum.

P3 : f ist symmetrisch beziiglich y, somit ist auch bei P3 ein lokales Mini-
mum. f besitzt keine globalen Extremwerte, da zum Beispiel f(x,0) = 23

offenbar nach oben und unten unbeschrankt ist.

Da f als Polynom stetig ist, gibt es in dem abgeschlossenen Rechteck sowohl ein
absolutes Maximum, als auch ein absolutes Minimum. Zunéchst ldsst sich das In-
nere des Rechtecks betrachten. Wir kontrollieren dazu einfach, welche der in c)
berechneten Punkte in dieser Fliche liegen und merken uns die Werte der lokalen
Minima oder Maxima. Zuséatzlich zum Inneren muss auch der Rand des Rechtecks
betrachtet werden. Dazu kontrollieren wir f eingeschrinkt auf jede Kante einzeln
und zusétzlich noch die vier Eckpunkte des Rechtecks. Nun vergleicht man die
Funktionswerte an den gefundenen Punkten und wahlt den grofiten bzw. kleinsten
als Maximum und Minimum. ///

Aufgabe 2 (xx). Bestimmen Sie die globalen Extrema der folgenden Funktionen.
Finden Sie dazu jeweils die kritischen Punkte und klassifizieren Sie diese anhand
der Hesse Matrix.

(a) f(z,y) =2 +2° —a
(b) f(x,y) =sin(z) + zy?
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Losung.
21}0 —1

@ V1o = (¥,

d.h. (zo,y0) = (3,0) ist ein kritischer Punkt, hier kénnte ein Extremum
vorliegen. Dazu betrachten wir die Hesse Matrix

i = (5 §)

Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix entsprechen den Eintrédgen auf der
Diagonale, d.h. Hy hat nur strikt positive Eigenwerte und ist somit positiv
definit. An Punkt (3,0) nimmt f somit zumindest ein isoliertes lokales Mi-
nimum an. Da lim|(; )00 f(2,4) = oo gilt, folgt, dass (3,0) das globale
Minimum ist und es kein globales Maximum gibt.

)éo — 209—1 2 0Adyo = 0= 29 = LAyo = 0,

2
(b) Vf(z,y) = Cosgx;—y ) < 0. Die untere Zeile 2xy < 0 erfordert eine
Fallunterscheidung:

2 =0: Dann gilt cosz +y% = 1+ 3> < 0, was zu keiner reelen Losung fiihrt.

y = 0: Dann gilt cosz +y? = cosx L0=a= 5 tkm, k € Z. Wir betrachten
nun die Hesse Matrix:

—sinxz 2y\ (y=0) [—sinxz O
Hy(zy) = ( 2y 21) - ( 0 2x)
Mit der Menge an moglichen Werte, die x annehmen kann {x =5 +knlk e Z},
kann Hy immer noch pos. definit, neg. definit oder indefinit sein. Es
gilt dann niimlich —sinz = (—1)¥*!. Wir brauchen eine weitere Fall-
unterscheidung:
x > 0: 2z ist strikt positiv, —sinz ist nur fiir ungerade k positiv. Also
Hy positiv definit, falls k ungerade; H indefinit, falls k gerade.
e isoliertes lokales Minimum bei z = 7 + (2k + 1)7, k € Ng
e Sattelpunkt bei z = § + 2km, k € Ny
x < 0: 2z ist strikt negativ, —sinx ist nur fiir gerade k negativ. Also
Hy negativ definit, falls k gerade; Hy indefinit, falls k ungerade.
e isoliertes lokales Maximum bei z = —% — 2km, k € Ng
e Sattelpunkt bei z = —% — (2k + 1)m, k € Ng

/1]
Aufgabe 3 (xx).
(a) Wo besitzt die Funktion f :[0,1] x [0,1] — R mit
f(x1,20) := 322 — 2(xo + )2y + 329 — 1
globale Extremstellen? (Tipp: denken Sie auch an den Rand der Definiti-

onsmenge!)
(b) Wo besitzt die Funktion g : R? — R mit

g(x1,22) := z‘i’exr“

globale bzw. lokale Extremstellen?

Geben Sie jeweils an, ob es sich bei den Extremstellen um Maxima, Minima oder
Sattelpunkte handelt.

Losung.
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(a) Fiir Punkte innerhalb des Quadrates [0, 1] x [0, 1], also auf der offenen Menge
(0,1) x (0,1), konnen wir die Methode aus der Vorlesung verwenden:

Vf(w1,22)

—2x1+3 2 7

_ _ 2
= (61‘1 222 2) und Vf(l‘l,l‘g) =0 << z1 = §,J32 = —.

Da nun der Punkt (2, 2) ¢ (0,1) x (0,1), die Menge [0, 1] x [0, 1] jedoch kom-
pakt ist, miissen Minimum und Maximum am Rand liegen. Wir betrachten
also folgende 4 Félle:

(a)

(b)

()

(d)

f(0,29) = 3x9 — 1: Also 92f(0,22) = 3 > 0, daher liegt der maxi-
male Wert auf der Menge {(0,x2)|z2 € [0,1]} bei f(0,1) = 2 und der
minimale Wert bei f(0,0) = —1.

f(1,22) = za: Also O2f(1,22) = 1 > 0, daher liegt der maximale Wert
auf der Menge {(1,z2)|z2 € [0,1]} bei f(1,1) = 1 und der minimale
Wert bei f(1,0) = 0.

f(21,0) = 322 — 221 — 1: Also 01 f(21,0) =621 —2 =0 <= ;=
1 und 91%f(21,0) = 6 > 0, daher liegt der minimale Wert auf der
Menge {(z1,0)|z; € [0,1]} bei f(3,0) = —3 und der maximale Wert
bei £(1,0) = 2 (da f(0,0) = —1).

f(x1,1) = 323 — 4x1 + 2: Daher 9, f(x1,1) = 627 — 4 L0 — T =
2 und 012f(z1,1) = 6 > 0, daher liegt der minimale Wert auf der
Menge {(z1,1)|z1 € [0,1]} bei f(2,0) = —3 und der maximale Wert
bei £(0,1) =2 (da f(1,1) = 1).

Vergleicht man nun alle minimalen und maximalen Werte dieser Teilbereiche
miteinander, schliefft man, dass ein globales Maximum von f an der Stelle
(0,1) mit f(0,1) = 2 und ein globales Minimum an der Stelle (1,0) mit
f(3,0) = —3 vorliegen.

b) Wegen T}iinoo g(z1,0) = oo sowie T%iinoo g(—1,22) = —o0 existieren weder ein

3

globales Minimum, noch ein globales Maximum. Fiir lokale Extremstellen
betrachten wir

3 + 322\ .,
V!J(Il,@)( 1_$§, T)emmee

und Vg(z1,22) =0 <= 1 =0,29 € R.

Das heifit die Menge der kritischen Punkte ist durch {(0,z3) : z2 € R} ge-
geben. Betrachte die Hessematrix:

—q..2 3
—z] 317 3

3 2 3 9.2
Hy(zy,22) = (xl + 0621 + 621 —ay 3361) etrTve

und Hy(0,z2) = (8 8)

Diese ist in jedem kritischen Punkt semidfefinit, daher bekommen wir iiber
die Sétze aus der Vorlesung keine Informationen iiber lokale Extremstellen.
Wir miissen also anders vorgehen:

Angenommen es existiert ein lokales Maximum (0, Z2), dann existiert ein r >
0, sodass fiir alle Punkte 2’ € B,(0,Z2) gilt, dass g(z}, %) < ¢(0,%2) = 0.
Betrachte jedoch den Punkt (3,%2) € B,(0,%2). Fiir diesen gilt g(5,Z2) =

()

r_r . . . .
ez~ "2 > (0, was einen Widerspruch zur Annahme der Existenz eines

lokalen Maximums darstellt.
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Angenommen es existiert ein lokales Maximum (0, Z3), dann erhélt man den
Widerspruch analog zu oben mit dem Punkt (—%,2).

Wir schliefsen, dass die Funktion weder lokale noch globale Minima oder
Maxima besitzt und die Menge {(0, z2)|z2 € R} aus Sattelpunkten besteht.

Anstatt des Widerspruchbeweises kann auch einfach f(zq, 22 + x1) be-
trachtet werden. Dann haben wir f(z1,z2 + 1) = 5e~®2. Wihlt man nun
ein fixiertes o bleibt eine Funktion der Art ax$ {ibrig, welche in z; = 0
einen Sattelpunkt besitzt, somit sind f an den Punkten (0, xs) lauter Sat-

telpunkte besitzt.
/1]

Aufgabe 4 (xx). Finden Sie jene Punkte auf der Kreislinie um den Punkt (2, 0) mit

Radius %, welche den weitesten und kiirzesten euklidischen Abstand zum Punkt

(1,2) haben. Verwenden Sie dafiir die Methode der Lagrangschen Multiplikatoren.

Liosung. Die Aufgabe kann folgendermafen ausgedriickt werden: Finde Extrema
der Funktion f(x,y) = |(x,y) — (1,2)|?> = (z — 1)? + (y — 2)? (euklidischer Abstand
zum Punkt (1,2)) unter der Nebenbedingung g(z) = (z — 2)? + y> — 2 = 0 (was
den Kreis mit Radius \/g um den Punkt (2,0) beschreibt).

Die Methode der Lagrangemultiplikatoren fordert uns nun auf, die Gleichung

Vf = —AVg zu l6sen. Es ist
2(x — 1)) (2(3: - 1))
Vf= =-A = -V
1= (o 2 9
Zusammen mit g(z,y) = 0 fithrt dies auf das Gleichungssystem
2 —1)+2X(xz—-1)=0
2(y — 2) + 22y = 0
5
29 122 2.
(#*=2)"+y" -]
Die ersten beiden Gleichungen implizieren
412
o+ YT

und wir bemerken, dass A # 1 ist. Einsetzen dieser Gleichungen in die dritte Glei-

chung fithrt zu
1 2+ 9 2_§
A+1 A+1) 4

was die beiden Losungen A = —3 und A = 1 hat (durchrechnen!). Wir erhalten
somit als mogliche (aber noch nicht bestétigte) Extremalstellen

5 3
(x(l)ay(l)) = (57 _1) und (x(Q)ay(Q)) = (57 1)

Diese Punkte miissen aber die Extremwerte sein, denn wir wissen, dass die stetige
Funktion auf der kompakten Menge, welche durch die Nebenbedingung beschrieben
wird (also die Kreislinie), ein Maximum und ein Minimum annehmen muss. Da nun
faW,yM) = 2 und f(z®,y@) = 2 gilt, hat f bei 2V, y) ein Maximum und
bei 2,y ein Minimum unter dem Zwang g. ///
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Aufgabe 5 (xxx). Sei A € R"™™" eine symmetrische Matrix, d.h. AT = A. Be-
stimmen Sie das Maximum und das Minimum der Funktion f : R®™ — R mit
f(z) :== 2T - Az auf der Kugeloberfliche {z € R"||z| = 1}.

Lésung. Wir suchen offensichtlich ein Extrema der Funktion f(z) unter der Neben-
bedingung g(z) = 0 mit g(z) :=1— |z|* =1 - | 2?. (Das Quadrat der Norm
nur, damit die zum Ableiten listige Wurzelfunktion wegféllt). Wir verwenden da-
her die Methode der Lagrange Multiplikatoren und stellen folgende Gleichung auf:
Vf(z) + AVg(z) = 0. Es gilt

2],‘1

2172
Vyg(x) = — o =2

2x,

Fiir die partielle Ableitung von f(x) nach xj gilt wegen der Symmetrie der Matrix
A (also a;; = aj;) folgendes:

n

Ouf(x) = Op(z"-Az) = O Z a;jrry | = Z (@ikxi + agiz;) =2 Zaikmz‘ = 2(Ax)g
i,j=1 i=1 i=1

Somit gilt:

2Az)p — N2z, = 2(A— M)2)p =0, k=1,....n
Wir sehen also, dass als kritische Punkte nur normierte Eigenvektoren auftreten
konnen, da (A — A)z =0 und |z| = 1 gelten muss.
Da die Kugeloberfliche kompakt ist, existieren Minima und Maxima. Auferdem
erhalten wir fir € R” mit |z| =1

)\min S IETAIE S >\max

wobel Apin bzw. Apax fiir den kleinsten bzw. grofiten Eigenwert von A steht. Das
bedeutet, dass das Minimum von jedem normierten Eigenvektor zum Eigenwert
Amin und das Maximum von jedem Eigenvektor zum Eigenwert A, . angenommen

wird. ///
1 +e”?
Aufgabe 6 (x). Gegeben sei die Funktion f: R3 — R3, f(x) := [ 2o + €
x3 + et
(a) Fiir welche z € R? ist Dy(z) invertierbar?
(b) Ist f injektiv?
Losung.
(a) Die Jacobi-Matrix von f lautet

1 e 0
0 1 e
et 0 1

ihre Determinante hat den Wert 1 4 e®'e™2e”3, ist also stets positiv und
insbesondere # 0. Daher ist Dy(x) fiir alle z € R? invertierbar.
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(b) Seien x,y € R® mit f(x) = f(y). Dann gilt
T1 + e =y +e¥2
Lo + €7 = yo +e¥3
r3 + et = y3 +e¥t.
Hieraus folgt
Ty —y = e¥? —e*?
Ty —yo = e —e"
r3 —yz = e¥t — e,
Nehmen wir einmal an, es sei 1 > y;. Dann folgt aus der dritten Gleichung
r3 < y3; daraus folt mit der zweiten Gleichung nun x5 > yo und, wenn
wir nun die erste Gleichung heranziehen folgt x1 < y; im Widerspruch zur
Annahme.
Mit der selben Argumentation — jeweils auch fiir das umgekhrte Vorzeichen

— fiir alle drei Komponenten belibt schlieflich nur x; = y;,x2 = y2 und
auch xo = y3. Folglich ist f injektiv.

/1]

Aufgabe 7 (xx). Gegeben sei die Funktion f : R? - R, f(z,y) := 2?(1—2?) -y
Wir betrachten die Menge

M = {(z,y) € R*|f(z,y) = 0}
der Nullstellen von f.

%
Wl
ABBILDUNG 2. Menge M

(a) Bestimmen Sie grad f. An welchen (z,y) € M gilt grad f = 07?

(b) Es sei a := (3, ?) Geben Sie eine offene Umgebung U von a und eine
stetig differenzierbare Funktion ¢ : I — R mit geeignetem I C R an derart,
dass gilt:

MNU = {(z,g(x))|z € I}.

(¢) Nunseib := (1,0). Geben Sie eine offene Umgebung V von b und eine stetig
differenzierbare Funktion A : J — R mit geeignetem J C R an derart, dass
gilt:

MOV ={(h(y),y)ly € J}.

(d) Skizzieren Sie M,U,V sowie die Graphen von g und h. Sie kénnen dazu

obige Abbildung als Vorlage nutzen.

Losung.



(a)

(b)
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Es ist grad f = (—42% + 2x,—2y), der Gradient verschwindet also fiir
(z,y) = (0,0) und (z,y) = (:I:g,()). Allerdings liegt nur ersteres auch
in M, was durch einfaches Einsetzen in f {iberpriifbar ist.

In einer Umgebung des Punktes a kénnen wir die Gleichung f(x,y) = 0
nach y auflésen. Es gilt

?2(1—2%) =y =0 <= y? =2°(1 —2?) <= y=/22(1 —2?)

dort, wo y nicht negativ ist. Die Funktion ¢ ~ /% ist fiir ¢ € ]0, oo] stetig
differenzierbar. Eine gesuchte Funktion g erhalten wir also durch

g:(0,1) = R, g(z):=+/22(1 —z2).
Dann gilt etwa mit der offenen Menge U := (0, 00) x (0, 00)
MU= {(z,y)ly = g(z)}

wie gewiinscht.
In einer Umgebung von b := (1,0) kénnen wir nach z auflésen. Wenn wir

etwa die Umgebung V := {(x, y) € R%|z > %} betrachten, so ist in M NV

jedem Wert von x eindeutig ein Wert von y zugeordnet. Dort gilt

?(1-2)—y? =0 < z=1/1+1/1—42
Eine gesuchte Funktion h erhalten wir durch
h: (f%,%), h(y) == %+% 1 — 492,
Diese ist stetig differenzierbar und es gilt

MNV ={(z,y)|lz = h(y)}

A |

In U kann man die Glei- In V kann man die Glei-
chung f(z,y) = 0 nach y chung f(z,y) = 0 nach =
auflosen. auflosen.

///

Aufgabe 8 (x % x). Die Abbildung E : R? — R? sei gegeben durch

(a)

Be.y) - (ex Cos y) .

e”siny

Skizzieren Sie die Bilder der achsenparallelen Geraden unter £ und bestim-
men Sie die Bildmenge E(R?).
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(b) Zeigen Sie, dass Dg(z,y) invertierbar ist fiir alle (z,y) € R?, aber E nicht
injektiv ist. Sind damit die Bedingungen des Satzes iiber die Umkehrfunk-
tion erfiillt?

(c) Nun seien a := (0, %) und b := E(a). Bestimmen Sie die stetige Umkehrab-
bildung von E, die eine offene Umgebung von b auf eine offene Umgebung
von a abbildet.

Losung.
(a) Fiir festes yo € R gilt F(z,y0) = e* €08 yO).
S Yo
Die Bildmenge der reellen Exponentialfunktion sind genau die positiven
reellen Zahlen. Das Bild einer zur x-Achse parallelen Geraden mit y = yq
ist also eine “Halbgerade” ausgehend vom Nullpunkt (der Nullpunkt selbst
gehort aber nicht dazu!), deren Richtung durch

COS Yo
sin yo
vorgegeben ist.
Fiir festes zp € R haben wir E(zg,y) = e* <

cosy

. > Das Bild von
sin y

— <Z?jz> ist die Einheitskreislinie. Das Bild einer zur y-Achse paral-

lelen Geraden mit x = g ist demnach ein Kreis um den Nullpunkt mit
Radius e”°.
Anhand der Bilder der Geraden konnen wir erkennen, dass E(R?) =

R?\ {0} gilt.

ABBILDUNG 4. Aufgabe 8 a)

. _ [e"cosy —e®siny
(b) Es gilt Dg(z,y) = <e“ siny e%cosy /-

Die Jacobi-Matrix ist fiir alle (x,y) € R? invertierbar, denn ihre Determi-
nante hat den Wert (e” cosy)? — (—e” siny) e” siny = e2*(cos? y +sin’ y) =
e £ 0.

Weiter gilt E(z,y + 27) = E(z,y) fiir alle (z,y) € R?, daher ist E nicht
injektiv.

Aufgrund der mangelnden Injektivitédt ist der Satz iiber die Umkehrfunktion
nicht direkt anwendbar (siehe néchsten Punkt).
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(¢) Da E nicht injektiv ist, existiert zwar keine globale Umkehrabbildung, aber

wie wir mit Hilfe der Bilder der Geraden sehen koénnen, bildet E etwa die
Menge R x (—g, %) bijektiv auf (0, 00) x R ab. Hier kénnen wir eine lokale
Umkehrabbildung leicht angeben. Aus

e“cosy) [(u
eCsiny )~ \v

: : T _ 2z 2 in2 = e” cosy — (") =
folgt einerseits e \/e (cos?y + sin” y) ’ (ex siny) ‘ ‘ (v) ‘
Vu?2 + 02, also x = 3 1n (u? + v?) und andererseits

u  siny
— = =tany
v COSY

(man beachte, dass in unserer Bildmenge stets u # 0 gilt). Um y zu bestim-
men, sollten wir nicht all zu voreilig sein; es gibt viele y € R mit tany = 2;
allerdings liegt nur eines davon im Intervall (fg, g) némlich y = arctan 7.

Wie Sie sicherlich schon gemerkt haben, handelt es sich bei E/, wenn man
R? mit C identifiziert, um nichts anderes als die komplexe Exponentialfunk-
tion. Diese ist nicht injektiv; sie besitzt deshalb keine eindeutig bestimm-
te Umkehrfunktion (“Logarithmus”). Schrinkt man sie aber auf geeignete
Mengen ein, so ist sie dort sogar ein Diffeomorphismus. Eine hier gesuchte
Umkehrabbildung ist

1 2 2
F:(0,00) xR — (—gg) F(u,v) == (2 lzr(clt”alff )>.

/1]



