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6 Harmonische Oszillatoren

6.1 Freier ungedampfter Oszillator

Fiir den harmonischen Oszillator gilt das lineare Kraftgesetz
F = —Dze, (1)

wobei F' die riicktreibende Kraft ist, D die Federkonstante und x die Auslenkung von der
Ruhelage = = 0. Als Bewegungsgleichung erhélt man hiermit
d?x(t)
dt?

Mit dem Ausdruck w3 = D/m, wobei wy die Kreisfrequenz ist, erhélt man nun die allgemeine
Bewegungsgleichung einer freien ungeddmpften Schwingung

= —Da(t) . (2)

() +wiz(t) =0 . (3)

Dies ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung, die stets zwei linear unabhéngige Losungen
besitzt. Sie kann mit Hilfe des Ansatzes

z(t) = ce (4)

gelost werden. Durch Ableiten und Einsetzen in Gleichung (3) erhalten wir das sogenannte
charakteristische Polynom
Mrwi=0 . (5)

Die Losungen fiir die Konstanten A berechnen sich nun zu
)\172 = 4wy . (6)

Das heiBt x1(t) = c1 - 7“0t und x5(t) = co - e ¥t Iosen die Differentialgleichung. Die
Linearkombination aus x;(¢) und x2(¢) muss eine reelle Funktion sein und somit muss ¢; =
¢ = c fiir die komplexen Konstanten gelten. Die Losungsfunktion hat somit die Gestalt

x(t) = ce™ot 4 cFeTiwol (7)

Uber eine Polardarstellung der komplexen Amplituden und der Verwendung der Eulerschen
Formel e?¥ = cos ¢ + i sin ¢ lisst sich Gleichung (7) wie folgt darstellen

z(t) = Cy - cos(wpt) + Cs - sin(wpt) = A - sin(wot + ¢) . (8)

Die Koeffizienten A, C; und Cs koénnen iiber die Anfangsbedingungen bestimmt werden.
Schwingungen, die zur Zeit ¢ = 0 eine verschwindende Geschwindigkeit haben, sind reine
Cosinus-Schwingungen. Ist der Oszillator zur Zeit t = 0 in der Gleichgewichtslage und
besitzt eine Anfangsgeschwindigkeit, so ist es eine reine Sinus-Schwingung.

Die Schwingungsdauer 7', die Schwingungsfrequenz f und die Kreisfrequenz w berechnen

sich dabei iiber 5 )
=" f=z w=otf . (9)

wo



6.2 Freier gedampfter Oszillator

Herrschen zusétzlich Reibungskrifte wihrend der Schwingung, wird die Oszillation geddmpft
und es muss ein zusétzlicher Term in der Bewegungsgleichung beachtet werden. Normaler-
weise ist diese Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit #(¢) und wirkt der Bewegung
entgegen

Fp=—-bié, . (10)

Fiir die allgemeine Bewegungsgleichung kann der Ausdruck 2y = b/m verwendet werden,
sodass man analog zu Gleichung (3)

E(t) + 2y2(t) + wiz(t) = 0 (11)

mit Dampfungskonstante v erhélt. Wie auch bei der ungeddmpften Schwingung kann die-
se Differentialgleichung mit dem Ansatz x(t) = ce* gelost werden. Im charakteristischen
Polynom ist nun ein zusétzlicher Term vorhanden

M4 29\ +wd =0 (12)

und die Losungen dieser Gleichung fiir die Konstanten A sind

Ag=—vE/7?—wi . (13)

Die allgemeine Losung der Schwingungsgleichung einer geddmpften Schwingung (11) lautet
somit

2(t) = e [clewsz%t + cze*vvhwét} . (14)

Es gilt nun drei Félle zu unterscheiden, abhingig davon ob v2 — wg positiv, negativ oder
genau null ist.

Schwache Diampfung: Ist 7 < wqg so ist die Wurzel imaginér und der Exponent enthilt
einen komplexen Wert. Mit w? = wd — 42 lisst sich die allgemeine Losung umschreiben zu

x(t) = e M esin(w - t) + c* cos(w - t)] = Ae Vsin(w -t + ) . (15)

Hierbei ist die Frequenz der Schwingung w gering im Vergleich zur Frequenz wy der un-
geddmpften Schwingung. Zusétzlich nimmt die Amplitude der Schwingung exponentiell mit
der Zeit ab.

Starke Dampfung: Ist v > wg so ist die Wurzel positiv und der Exponent reell. Mit
a=+\/v%— wg erhalten wir eine allgemeine Losung ohne einen oszillieren Teil

z(t) = e [Cre® 4 Coe ] . (16)

Nach einmaliger Auslenkung “kriecht” die Amplitude fiir t — oo gegen null.



Aperiodischer Grenzfall: Im Grenzfall ist v = wp und die Losungen A 2 sind nun entartet
A = A1 = A2 = —v. Da eine Differentialgleichung 2. Ordnung aber immer zwei Lésungen
haben muss, benutzen wir folgenden Ansatz

2(t) = C(t)e (17)

mit einem zeitabhéngigen Vorfaktor C(t). Setzen wir dies in die Bewegungsgleichung ein,
so erhalten wir die allgemeine Losung

z(t) = (C1 - t+ Cy)e " | (18)

Es kommt zu einer dhnlichen Bewegung wie im Kriechfall, nur wird der Nullpunkt im
aperiodischen Grenzfall schneller angestrebt.

6.3 Erzwungene Schwingungen

Bei einer erzwungen Schwingung kommt es zu einer zusétzlichen dufleren antreibenden Kraft
Fey(t), normalerweise in Form einer periodisch oszillierenden Kraft. Diese muss in der
Bewegungsgleichung beachtet werden

mi(t) = —Dx(t) — bi(t) + Fogy cos(wt) . (19)

Fiir diese inhomogene Differentialgleichung erhalten wir eine Losung, die sich aus Losung der
homogenen DGL und einer speziellen, der sogenannten partikuléren Lésung zusammensetzt.

z(t) = Cre™ " cos(wit + ) + Cy cos(wt + ) (20)

Der erste Term ist die Losung eines freien, gedampften Oszillators und der zweite kommt
durch den Beitrag der Anregungsfrequenz zustande. Hierbei ist wy = /w3 — 7?2 die Frequenz
der freien geddmpften Schwingung.

Nach einiger Zeit tritt der stationire Zustand ein bei dem die Amplitude Cie™7" gegen
null geht. Dann bestimmt ausschliefllich der zweite Term die Bewegung. Setzt man diesen
in die Bewegungsgleichung ein ldsst sich die Phasenverschiebung ¢(w) der erzwungenen
Schwingung berechnen. Diese ergibt sich zu

tan(ip(w)) = —% 1)

wobei man durch das negative Vorzeichen erkennt, dass sie stets der Erregerfrequenz nach-
hinkt.

6.4 Energiebilanz

Die kinetische Energie des harmonischen Oszillators ist

1 1
Erin = §ma'v2 = §mw(2)A2 sinz(wot) . (22)
ihr Mittelwert iiber eine Schwingungsperiode T ist
—_— 1 T 11 2 42 T ) 1 2 42
Ein = T ; dtEypn = TQmwOA ; dt sin®(wpt) = meOA . (23)

=T/2



Die potentielle Energie des harmonischen Oszillators ist mit D = mw?
C Lo 10 o L 9.2 o
Eypt= | do'F = §D:c = iDA cos”(wot) = imwoA cos”(wot) . (24)
0
Ihr Mittelwert iiber eine Schwingungsperiode T ist

—_ 1" 11y [T 2 L 942
Epot = T, dtEpot = fimwOA ; dt cos®(wot) = meoA . (25)
—_—

=T/2

Die Summe von kinetischer und potentieller Energie beim harmonischen Oszillator

1 1
o) =5 18500 = §mw§A2 [cos?(wot) + sin®(wt)] = §mw§A2 = E = const. (26)

ist zu jedem Zeitpunkt gleich der konstanten Gesamtenergie des Systems (Energiesatz).
Die Mittelwerte Ey;, und E,, sind bei der harmonischen Schwingung gleich. Sie sind pro-
portional zum Quadrat der Schwingungsamplitude A und der Frequenz wy.

7 Mechanische Wellen

Breiten sich Schwingungen durch die Kopplung von Oszillatoren aus, so spricht man von
einer Welle. Eine Welle transportiert Energie und Impuls ohne gleichzeitigen Materietrans-
port. Analog zur Beschreibung eines harmonischen Oszillators ldsst sich eine eindimensionale
ebene Welle definieren. Breitet sich diese mit der Zeit ¢ in z-Richtung aus, kann sie durch
folgende Formel beschrieben werden

&(z,t) = Asin(wt — kz) oder £(z,t) = CeWt=F2) (27)

Hierbei ist k die Wellenzahl, die von der Wellenlénge abhingt k = 27”

Die Phasengeschwindigkeit vy,
w

Uph = E = f/\ (28)
ist die Geschwindigkeit mit der sich ein Punkt konstanter Amplitude auf der Welle (z.B. ein
Wellenberg) bewegt. Zur Beschreibung des Energietransports betrachtet man die kinetische
Energie eines Massenelements Am, das mit (¢, z) = A cos(wt—kz) oszilliert. Sie ist gegeben
als ! 1

Ekin = §Am€2 = §pAVA2w2 sin?(wt — kz) . (29)

Die mittlere kinetische Energiedichte, Fy;,, pro Schwingungsperiode und Volumenelement
AV berechnet sich dadurch zu

Ekin o 1 2 2 Epot
N N T (30)




Mit W = Ej, + Epot ergibt sich die Gesamtenergiedichte pg zu

W 1

Die Intensitdat der Welle als Produkt aus Phasengeschwindigkeit und Gesamtenergiedichte
1 2, 2
I =vpppE = §UphpA w (32)

ist proportional zum Quadrat ihrer Amplitude A und ihrer Frequenz w.

7.1 Wellengleichung

Die zeitliche und rdumliche Entwicklung einer Welle wird durch die Wellengleichung be-
schrieben. Durch die Kopplung der Ostzillatoren hat die Auslenkung eines Oszillators eine
Auswirkung auf die Nachbaroszillatoren. Unter der Annahme, dass sich die Form der Aus-
lenkung £(z) bei der Ausbreitung in z-Richtung nicht dndert konnen die Wellenfunktionen
&(z,t) als Funktion des Argumentes z — vt angesehen werden. Bei zweimaligem partiellen
Differenzieren nach der Zeit t und dem Ort z ldsst sich folgender Zusammenhang erkennen

9% 19%

92~ o or (33)

fiir eine ebene Welle die sich mit Phasengeschwindigkeit v = v, ausbreitet. Dies ist die allge-
meine Wellengleichung, die nicht nur fiir mechanische, sondern auch fiir elektromagnetische
Wellen gilt.

Betrachtet man nicht nur monochromatische Wellen sondern Wellenpakete oder einen Wel-
lenimpuls, so stellt man die Welle als Superposition von monochromatischen Frequenzan-
teilen mit Hilfe der Fourierzerlegung dar.

£t 2) = /0 h AW)e@=F)dy  und  Aw) = / h £(t, z)e! @kt (34)

Solche superpositionierten Wellen bestehen aus einer Einhiillenden und einem schnellen
Frequenzanteil. Das Maximum der Einhiillenden bewegt sich mit der sogenannten Grup-
pengeschwindigkeit v,

dw doppk doyy,
= — = = k p

AT T U T
Falls es keine Dispersion gibt, also vy, nicht von der Wellenléinge A bzw. der Wellenzahl %
abhéngt, so entspricht die Gruppengeschwindigkeit der Phasengeschwindigkeit.

Vg (35)

7.2 Beugung, Brechung und Reflexion

Die Uberlagerungen von Wellen werden allgemein als Interferenz bezeichnet. Die Konstruk-
tion eines allgemeinen Intereferenzmusters erfolgt mit dem Huygenschen Prinzip.



Huygensches Prinzip: Jeder Punkt einer allgemeinen Wellenfront ist Ausgangspunkt ei-
ner Kugelwelle. Die neue Wellenfront ist die Tangentialfliche an die Kugelwellen.
Bei Kugelwellen nimmt die Amplitude rasch mit dem Abstand ab:

E(r,t) = f(r)sin(wt — kr) mit  f(r) o % (36)

Unter Beugung versteht man die Richtungséinderung einer Welle aufgrund eines Hinder-
nisses. Bei der Beugung an einem Doppelspalt entsteht das Interferenzmuster durch den
Gangunterschied AL

AL = dsin(«) (37)

Hierbei ist o der Winkel zur Richtung normal zum Doppelspalt. Ist AL ein ganzzahliges
Vielfaches von A, so interferieren die Wellen konstruktiv. Bei halbzahligen Vielfachen
kommt es zur destruktiven Interferenz.

Betrachtet man N Punktquellen im Abstand J so ist die Phasendifferenz zweier benachbarter
Pfade As = dsin(a) gegeben als

Ap = Q;AS = késin(a) . (38)

Die Intensitéit der Welle ist I(a) o< |Amplitude|* und héingt wie folgt von der Phasendifferenz
ab . 2N
I(a) x a2781.n 2(?A90)
sin®(5Ayp)
Durchquert eine Welle eine Grenze zwischen zwei Medien, in denen sie eine andere Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit besitzt, so wird ein Teil der Welle reflektiert. Bei der Reflexion einer
ebenen Welle muss der Reflexionswinkel 8 an der Grenzfliche immer dem Einfallswinkel «
entsprechen o = 3.
Der andere Teil setzt seine Ausbreitung im anderen Medium unter der Anderung seiner
Ausbreitungsrichtung fort. Diesen Vorgang bezeichnet man als Brechung. Hierbei gilt das
Snelliussches Brechungsgesetz

(39)

=4 (40)

wobei v die Geschwindigkeit der Welle im ersten Medium und vy die Geschwindigkeit im
zweiten Medium ist. o und 8 beschreiben in diesem Fall die Winkel zwischen der Ausbrei-
tungsrichtung und der Normalen zur Grenzfliche in den beiden Medien.

Bei der Uberlagerung von laufenden Wellen kann es zu riumlich stationdren Schwingungs-
mustern kommen, bei denen bestimmte Punkte im Raum in Ruhe sind. Diese Punkte wer-
den Schwingungsknoten genannt. Ihre Lage ist von der Frequenz und den Randbedingungen
abhéngig. Die Amplitude solcher Wellen héngt periodisch vom Ort ab. Die Wellengleichung
einer so genannten stehenden Welle ist

=6 + & = Acos(kz — %) cos(wt + g) . (41)

Stehende Wellen treten auf einem begrenzten Wellentriager der Lénge | nur auf, wenn fol-
gende Bedingungen erfiillt sind:



1. Ein festes und ein freies Ende: A\, =4i/(2n+1), n €Ny
2. Zwei feste oder zwei freie Enden: A\, =2I/(n+1), neNy

Das heifit, nur bei bestimmten (Eigen-)Frequenzen, kénnen sich stehende Wellen ausbilden.

7.3 Wellen bei bewegten Quellen

Bewegen sich Quelle, Beobachter oder das Medium in dem sich die Welle ausbreitet so
kommt es zu einer Frequenzverschiebung, dem so genannten Doppler-Effekt. Bewegt sich
die Quelle mit v, in Ausbreitungsrichtung der Welle, so verringert sich der Abstand Az
zwischen den Wellenbergen im Vergleich zum stationédren Fall. Die resultierende Frequenz-
verschiebung vor und hinter der Quelle ergibt sich dann zu

fvor: {01}7(1 >f0 und fnachzl_{ovq<f0 (42)
vy

vy

wobei v; die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist. Ist der Beobachter in Bewegung mit
Geschwindigkeit v, und die Quelle ist fest, so erhélt man

fou = fo (1 + “b> > fo und  fueg = fo (1 - ”*’) <fo . (43)
U] v

8 Differentialgleichungen l6sen

8.1 Charakteristische Gleichung der Exponentialfunktion

Leitet man eine Exponentialfunktion
z(t) = AeP! (44)
nach der Zeit ab, so erhélt man

%m) = A BeP = B a(t) (45)

also eine Funktion, die die gleiche Form wie die urspriingliche Funktion z(¢) hat, und nur
um einen bestimmten Faktor B gestreckt ist. Dieses Wissen kénnen wir beim Losen von Dif-
ferentialgleichungen benutzen. Eine einfache homogene lineare Differentialgleichung erster
Ordnung hat zum Beispiel die Form

d .
a:}:(t) =a(t) =cx(t) . (46)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist eine Exponentialfunktion
x(t) = Ae . (47)

Die Werte fiir A und c lassen sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen.



8.2 Trennung der Variablen

Fiir separierbare Differentialgleichungen erster Ordnung gibt es eine einfache Lésung durch
den Separationsansatz. Separierbare Gleichungen sind Gleichungen, die von mehreren Va-
riablen abhéngen und bei denen die Variablen getrennt werden kénnen. Ein Beispiel ist

a(t) = f(t)-g(x) . (48)

Diese Gleichung kann man nun so umformulieren, dass eine Seite nur noch von z abhingt
und die andere nur von t

dx 1

— =f(t)-g(z) = ——dz=f(t)dt . 49

=g = de=f() (49)
Um nun auf die Lésung zu kommen integriert man beide Seiten. Hier gibt es jedoch zwei
mogliche Losungswege. Entweder 16st man ein bestimmtes Integral und nutzt bereits die An-
fangsbedingungen um die Integralgrenzen zu bestimmen oder man 16st die unbestimmten
Integrale. Im zweiten Fall werden die Anfangsbedingungen benutzt um die Integrations-
konstante anzupassen. Mit der Anfangsbedingung x(ty) = xo erhilt man als bestimmte

Integrale
z(t)

/ g((ij)— Z F(t)dt (50)

Zo

und im Falle der Losung durch unbestimmte Integrale

/;Z::):/f(t)dtJrC . (51)

Die Integrationskonstante C muss nun mit Hilfe der Anfangsbedingung angepasst werden.

8.3 Variation der Konstanten

Ist eine Differentialgleichung gegeben, die eine Inhomogenitit hat, in diesem Falle s(¢),

a(t) + f(t) x(t) = s(t) (52)

so setzt sich die Losung immer aus der Losung der homogenen Differentialgleichung mit
s(t) = 0 und einer partikuldren Losung zusammen

z(t) = Thom(t) + Tpare(t) - (53)

Eine Moglichkeit eine solche Gleichung zu 16sen ist die Variation der Konstanten. Hierbei
wird zunéchst die homogene Gleichung gelost und dann eine zeitliche Abhéngigkeit der
Integrationskonstanten C fiir die partikuldre Losung angesetzt. Als homogene Losung erhélt
man

Thom(t) = Ce™ / F14! (54)
und setzt dann fiir die partikuldre Losung
Zpart (1) = C(t)e™ /O (55)

an. Durch Einsetzen in die gegebene Differentialgleichung kann die Integrationskonstante
ermittelt werden und schliellich erhélt man fiir die Gesamtlésung

x(t) = Ce=Jf®dt | eff(t)dt/dt S(t)e*ff(t)dt ' (56)



8.4 Ansatz von der rechten Seite

Zur Losung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
i+ 2y — wiz = c (57)

kann der Ansatz von der rechten Seite gewihlt werden. Dabei geht man davon aus, dass die
Losung der Differentialgleichung eine &hnliche Form hat wie die Storfunktion selbst. Fiir die
Bestimmung der homogenen Losung kann der Ansatz

Thom(t) = M (58)

benutzt werden. Dabei kommt man auf ein charakteristisches Polynom, durch das wir zwei
verschiedene Werte fiir A erhalten. Als homogene Losung bekommt man dann

Thom (1) = c1eMt 4 cpe?t (59)

Fiir die partikulare Losung wéhlen wir nun eine Funktion, welche die Gestalt der Storfunkti-
on hat, in diesem Fall eine Konstante K. Nach Einsetzen in die Differentialgleichung kénnen
wir diese Konstante genau bestimmen

o c
Tpart (t) — K In DGLgsetzten K= = (60)
“o
Haben wir nun eine komplizierte Stérung
i+ 2vi — wix = et (61)

dann koénnen wir die Differentialgleichung nach dem gleichen Prinzip 16sen. Wir machen
nun fiir die partikuldre Losung den Ansatz

Tpart(t) = K - e (62)
und erhalten fiir die Konstante K und die partikulidre Losung

o und  Zpap(2) —Le_?’t ) (63)

:9—67—w(2) _9—67—w8

Die Gesamtlosung ergibt sich dann zusammen mit der homogenen Losung aus Gleichung
(59) nach Bestimmung der Konstanten ¢; und ¢o durch die Anfangsbedingungen.



