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1 Lineare Gleichungssysteme

Oft hat man es in der Physik mit unbekannten Grélen zu tun, fiir die gewisse Zusammenhénge
mit bekannten gelten. Mittels Gleichungen und Gleichungssystemen lassen sich diese Groflen
dann ausrechnen.

Definition: Lineare Gleichungssysteme FEin lineares Gleichungssystem mit m € N
Gleichungen fiir n € N Unbekannte 1, ..., x, hat die Form

1121 + a12%2 + - - + A1, Tn = by

a21%1 + A22%2 + - - + A2 Ty, = by

Am1T1 + Gm2T2 + - - CmnTn = by

diese Gleichungen kann man mit den folgenden drei elementaren Zeilenoperationen manipu-
lieren. Dabei wird die Losungsmenge nicht geéindert. Diese Operationen sind:

e das Addieren (eines Vielfachen) einer Gleichung zu einer Anderen
e das multiplizieren einer Gleichung mit einem beliebigen A # 0.
e das vertauschen zweier Gleichunge.

Das erzeugen eines dquivalenten gestaffelten Systems durch diese elementaren Gleichungsum-
formungen heiit Gauf3isches Eliminationsverfahren. Dazu ein kurzes

Beispiele: Lineare Gleichungssysteme Wir lgsen das Lineare Gleichungssystem (LGS)
mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten:

3r+2y=9
dr—y=1

Wir erhalten y = 4x + 1 aus der zweiten Gleichung und setzen dies in die erste ein:
3x+2(4x+1)=9

was uns das Ergebnis z = 1 gibt. Damit folgt aus der zweiten Gleichung y = 4 und das LGS
hat genau eine Losung - die Losungsmenge ist L = {(1,3)}.
Nun betrachten wir ein LGS mit zwei Unbekannten und einer Gleichung;:

rty=l=z=1-y.

Wir setzen y = A € R beliebig und kénnen x dann in Abhéngigkeit von y bestimmen:
x = 1 — y. Die Losungsmenge lautet so L = {(1 — A\, \)|X € R}. Diese Menge hat unendlich



viele Elemente.
Betrachten wir zuletzt nun ein weiteres LGS mit zwei Gleichungen wie Unbekannten:

r+y=1
20 +2y =5

wobei aus der ersten Gleichung folgt, dass y = 1 —x und so aus der zweiten 2z +2(1 —x) = 5.
Insgesamt also 2 = 5, ein Widerspruch. Dieses LGS hat also keine Lésung und es ist L = ()
Wir kénnen diese Gleichungssysteme in Matrizen schreiben und nach dem Gaufalgorithmus

l6sen, was auf das folgende Rezept fiihrt:

Losen eines LGS mit dem Gauf3iverfahren und Losbarkeitskriterien Wir erhalten
die Losungsmenge eines LGS folgendermaflen:

(1) Notiere die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b).

(2) Bringe die erweiterte Koeffizientenmatrix mit elementaren Zeilenumformungen auf Zei-
lenstufenform.

(3) Erzeuge - falls einfach moglich - auch oberhalb der Hauptdiagonalen noch Nullen.

(4) Falls in der b-Spalte ein Eintrag # 0 steht, wihrend alle Eintréige der entsprechenden
Zeile in A Nullen sind, STOP: Das System ist nich l6sbar

(5) Erhalte durch Riickwértssubstitution die einzelnen Losungskomponenten, wobei fiir die
x; die nicht an Kanten der Zeilenstufenform stehen, ein freies A € R zu setzen ist.

Insgesamt gelten die folgenden Losbarkeitskriterien:

e Das System ist genau dann l6sbar, wenn
rg(A) = rg(Alb).
e Ist das System losbar, so gilt:
Anzahl der freien Parameter = n — rg(A).

e Die Losung eines Systems ist also genau dann eindeutig, wenn rg(A) = n gilt.

Wobei der Rang rg einer Matrix per Definition die Anzahl der Nichtnullzeilen einer Matrix,
welche in Zeilenstufenform gebracht wurde, ist.



2 Matrizenrechnung

Wir geben an dieser Stelle einen kurzen Uberblick iiber die verschiedenen Rechenoperationen
im Matrizenkalkiil an:

e Transponieren Zu A = (a;;) bezeichnet A” = (a;;) die zu A transponierte Matrix.
o Addition die Addition funktioniert komponentenweise: A + B = (a;; + b;;) € K™*".

e Skalar-Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar entspricht der Multiplikation
jedes Eintrages mit dem skalar: A - A = (Aa;;)

e Matrizenmultiplikation Zu den Matrizen A = (a;;) € K™*" und B = (bj,) € K"*?
ist A-B = (Z?:l aijbjk) i € Kmxp:

%
21 Z1 81 Zl'sp

(81,0 8p) =

Zm Zm *S1 Zm * Sp

Eine Matrix heifit symmetrisch wenn A7 = A gilt. In dem Zusammenhang sei auch noch das
folgende kurze Rezept vorgestellt:

Rezept: Invertieren einer Matrix FEine Matrix ist genau dann inverterbar, wenn fiir
A € K"*" die Bedingung rg(A) = n gilt. Ist dies gegeben erhilt man das Inverse A=! zu A
folgendermafien:

(1) Notiere die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|E,,).

(2) Fiihre elementare Zeilenoperationen durch, bis links die reduzierte Zeilenstufenform F,,
erreicht ist:
(A[En) ~ -+~ (Eq|B).

(3) Es ist dann B = A~L.

Weiter gelten die folgenden Rechenregeln fiir die eben gezeigten Rechenoperationen

Rechenregeln fiir Transponieren, Addieren, Multiplizieren und Invertieren von
Matrizen Essind A; B;C € K™*™ und A, u € K, dann gelten:

e Die Vektorraumaxiome

B ALB=B1+A,

B (A+B)+C=A+(B+0),
W A+0=A,

B A+(-A)=0,

B (Ap)- A=A (ud),

Bl A=A,

B O\+p)-A=X-A+pu-A,
B A\A+B)=X-A+ )\ B.



e Die Regeln fiir das Transponieren
B (A+B)T=AT+BT
B (\A)T =)AT
B (AT =4
Sind A, B,C € K™"*" quadratisch, dann gelten auch die folgenden
e Regeln fiir die Multiplikation:

B (AB)C = A(BO),

W A(B+C)=AB+ AC,
W (A+ B)C = AC + BC,
WE, A=A=A-E,,
W (AB)T = BTAT

o Regeln fiir das Invertieren: Sind A,B invertierbar sind dies Auch A~! und AB wobei
gilt

W (AB)"!=B"14"1

e hilfreichen Merksétze fiir das Inverse von Diagonal-, Respektive 2 x 2-Matrizen:

B D = diag(\1, ..., \p) = D! =diag(\[ ', .., A0 1), falls Ay, . A, # 0,

a b d -b
.A:<c d>:>A_1:ad1bc(_c a),fallsad—bc;éo_

3 Die Determinante

Definition: Determinante Die Determinante ist eine Funktion det M, ,(K) — K
(M, (K) sind die n x n Matrizen mit Eintrigen € K) mit den folgenden Eigenschaften:

(1) det ist alternierend, das heifit det(A) = 0 wenn A € M,, ,,(K) zwei gleiche Zeilen hat.
(2) det ist multilinear, das heifit linear in jeder Spalte. Folglich gilt fiir jedes ¢ € {1,...,n}:
(a) Ist a; = a} + a eine Spalte der Matrix A € M, ,,(K), so ist

det [ a; | =det | a | +det | a/

(b) Ist a; = Aa}, so ist

det | a; | =X det | a]

(3) det ist normiert, das heifit det(E,) = 1.



Die Determinantenfunktion, die soeben definiert wurde existiert und ist Vn € N eindeutig,
was in der Vorlesung im Semester gezeigt wurde und wir uns an dieser Stelle sparen :-).

Bei diesem Beweis stof8t man allerdings auf die folgende Berechnungsformel fiir die Determi-
nante, die

Leibnizformel:

det(A) = Z (sign(a) . Hai’o(i)> .

oES,

wobei o die Permutationen in der Symmetrischen Gruppe sind und A € M,, ,,(K) ist.

Fiir die Determinante gelten die folgenden Rechenregeln:

Rechenregeln Determinante Seien A, B € R™*"™-Matrizen, dann gilt
(1) det(A-A) =A™ -det(A)
(2) det hat das folgende Verhalten unter elementaren Zeilen-(oder Spalten-)umformungen:

e Geht B aus A durch vertauschen von zwei Zeilen hervor, so gilt
det(B) = —det(A)
e Geht B aus A durch Addition des A-fachen einer Zeile/Spalte aus einer anderen
hervor, dann gilt det(A) = det(B).
e Geht B aus A durch Multiplikation einer Zeile/Spalte mit einem SkalarA hervor,
so gilt det(B) = Adet(A).

(3) ist A eine (obere oder untere) Dreiecksmatrix mit den Diagonaleintrigen Aq, ..., A, so
ist det(A) = Ay« ---- An-

Mit diesen Eigenschaften kann man allerdings einige Berechnungsverfahren fiir die Determi-
nante herleiten, die per Hand einfacher durchzufiihren sind als das ausrechnen der Leibniz-
formel:



Rezept: Berechnung einer Determinante

(1) Hat A zwei gleiche Zeilen oder Spalten oder sind zwei Zeilen/Spalten lineare Vielfache
voneinander, so gilt: det(A4) = 0.

(2) Ist A e Myo(K), A= <CCL Z) so ist det(A) = ad — be.

(3) Ist A € M3 3(K) so berechne det(A) nach der Regel von Sarrus.

(4) Ist A eine (obere oder untere) Dreiecksmatrix mit den Diagonaleintrégen Ag, ..., A, SO
ist det(A) = Ay - - - A

5) Hat ockdreiecksgestalt, also A = oder A = , so gilt
Hat A Blockd k It, also A g g der A g g 1
det(A) = det(B) - det(D)

(6) Gibt es eine Zeile/Spalte mit vielen Nullen, so vollziehe die Laplace- Entwicklung nach
dieser:

e Entwicklung nach j-ter Zeile (Spalte):

Vj € {L,..,n}: det(d) = (1) a;; det(A;;)
i=1
wobei A;; die Streichungsmatrix beschreibt. Also diejenige, die gleich der Matrix
A ist, aus der lediglich die Zeile j und Spalte i (Spalte j und Zeile ) gestrichen
wurden. Das Vorzeichen folgt dabei dem folgenden Muster:

+ -+ - + -
-+ - 4+ -+
+ - + - + -
-+ - 4+ -+

(7) Wenn die Determinante bis jetzt noch nicht gefunden ist, erzeuge Nullen in einer Zei-
le/Spalte und entwickle nach dieser.

(8) Beginne von vorn.



