Ubungen zum Ferienkurs Lineare Algebra 2015/2016

1 LGS

1.1

Gegeben seien folgende erweiterte Koeffizientenmatrizen (A|b) in Zeilenstufenform:
, 1 0|5 . 3 15 . 3 21
@ 0o 1)4 ) Y 0 1) Y 003 )

1 0 05 33 33 20 04
i) 01 0|4}, € 03 1144, 0 0 4 04 ].
00 13 00 1]3 0 0 00

Lesen Sie die Losung des jeweiligen LGS (iiber R) an der Zeilenstufenform ab und geben Sie diese an.

| S

1.2
Losen Sie die folgenden LGS (iiber R):

2X1 — 3X2 = —1 2X1 — 3X2 = —1
a) X, + x3 = 2 ,Db) Xy + X3 = 2
le + X9 + X3 = 5 4x1 - SXZ + X3 = 0

Stellen Sie dazu das jeweilige LGS in der Form (A|b) da und bringen Sie dieses auf Zeilenstufenform.

1.3
Die Kirchhoffschen Regeln fiir Gleich- und Wechselstromkreise lauten:
e Die Summe der Teilstrome in jedem Knoten ist Null;

e Die Summe der Teilspannungen in jeder Masche ist Null.

a) Stellen Sie das LGS fiir den skizzierten Stromkreis auf (Vorzeichen entsprechend der Pfeilrichtung,
U=R-I).

b) Berechnen Sie die Strome I bis I fiir Uy =2V, U, =1V, R =R, =1Q, R; =2Q.
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1.4

Entscheiden Sie welche der untenstehenden Aussagen iiber lineare Gleichungssysteme mit Unbekannten
in R wahr oder falsch sind. Begriinden Sie Ihre Antwort:

a) Wenn ein LGS nicht 16sbar ist, so ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix grof3er als die
Anzahl der Unbekannten des LGS.

b) Jedes homogene LGS besitzt eine Losung.
¢) Ein LGS mit 3 Gleichungen und 4 Unbekannten hat unendlich viele Losungen.

d) Jedes homogene LGS mit mehr Gleichungen als Unbekannten hat eine nichttriviale Losung.

1.5

In vielen Anwendungen treten lineare Optimierungsprobleme auf. Ein lineares Optimierungsproblem ist
z.B. ein Problem der folgenden Form: Man bestimmte den minimalen Wert von x5 unter den Nebenbedin-
gungen:

anT; + @z + aaTy + @y + aprs = b
a1T)  +  @z2Tz 4+ dgaTy  + Qpgly + dosTs = be (2)
amT1 + azeTz +  dssTs +  dsaTs + assTis =  ba,
und
>0, i=1,23.4, (3)

wobel a;; und b; fir i =1,....3, j =1,...,5, gegebene Grofien sind.

a) Wir betrachten folgende Aufgabe: In einer Raffinerie soll aus zwei verschiedenen Sorten Rohdl (H; und
H3) Benzin hergestellt werden. Der chemische Prozess findet in einem Tank statt. Folgende Produkti-
onsvorgaben sind einzuhalten:

s Um einen stahilen chemischen Prozess zu erméglichen, darf die Menge von I die Menge von R,
nur um maximal 2 Barell iibersteigen;

 Der Tank fasst maximal 4 Barell Rohdl;

= Aus einem Barell By wird 1/4 Barell Benzin gewonnen; aus einem Barell H; wird 1/2 Barell
Benzin gewonnen.

Die Frage ist, wie viel Benzin unter den obigen Produktionsvorgaben in dem Tank maximal hergestellt
werden kann. Formulieren Sie diese Frage als lineares Optimierungsproblem der obigen Form (geben
Sie also die az;. by an).

Verwenden Sie folgende Bedeutungen fiir die Variablen =, ..., 5!

1 i ]

r1 @ Verwendetes Rohdl By (in Barell),

xz 1 Verwendetes Rohdl Rs (in Barell),

ry @ Theoretisch zusétzlich nutzbarer Uberschuss von R, gegenitber R, im Tank (in Barell),
ry @ Menge von Rohdl. die noch in den Tank passen wiirde (in Barell),

r5; : Menge an hergestelltem Benzin (in 1/4 Barell).

b} Berechnen Sie zuerst die allgemeine Lisung des Gleichungssystems @) mit den konkreten Werten fir
ii; und b; aus (a), und ermitteln Sie dann unter Berficksichtigung der Bedingung | diejenige Lisung,
welche den Wert von x; maximiert.
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2 Gruppen

2.1

Es sei (G, o) eine nicht notwendig abelsche Gruppe. Beweisen Sie, dass gilt:

1. Fiir jedes neutrale Element e € G giltace =aVa € G,
d.h. jedes linksneutrale Element e ist auch rechtsneutral. Deshalb spricht man auch einfach von einem
neutralen Element.

2. Aus a’ o a = e folgt jeweils auch aoca’ =e,
d.h. jedes linksinverse Element a’ ist auch rechtsinvers. Deshalb spricht man auch einfach von einem
inversen Element.

3. Es gibt genau ein neutrales Element e € G.
Bereits aus x o a = a oder a o x = a fiir ein a € G folgt x =e.

4. Zu jedem a € G gibt es genau ein inverses Element a’ € G.

Deshalb ist es moglich, diesem Inversen ein eigenes Symbol zu geben: in additiven Gruppe schreibt

man -a, sonst meist a”!.

Hinweis: Beweisen Sie erst (b), dann (a), (c), (d).

2.2

Sei G eine Gruppe mit aa = e Ya € G, wobei e das neutrale Element von G bezeichnet. Zeigen Sie, dass G
abelsch ist.

3 Abildungen
3.1

Nennen Sie jeweils 3 injektive, 3 surjektive und 3 bijektive Funktionen.

3.2

Nennen Sie jeweils 3 nicht-injektive, 3 nicht-surjektive und 3 nicht-bijektive Funktionen.

4 komplexe Zahlen
4.1

Bestimmen Sie Real und Imaginérteil von z; = 3 + 161, 23 = (9 + 2i)(8 + 16i) und 23 = (a +ib)(x +iy)

4.2

Bestimmen Sie Real und Imaginérteil von z = ﬁ
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5 Mengen

Die Menge A = {x|x € R*}, die Menge B {Alle ungeraden Zahlen} und die Menge C = —5,2,16,9, 3 seien
gegeben.

5.1

Bestimmen Sie Teil und Obermenge der Kombination aus A und B.

5.2

Wie grof3 sind die Machtigkeiten der Mengen?

5.3

Bestimmen Sie AUB, BUC und AUC

5.4

Bestimmen Sie ANB,BNC und ANC

5.5
Bestimmen Sie A\ B, B\ C und A\ C

5.6

Bestimmen Sie A, B und C
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