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Aufgabe 1 (Zylinder) Gegeben sei der Zylinder Z der Hohe h > 0 iiber dem in der
z-y-Ebene gelegenen Kreis mit Radius R > 0 um den Ursprung.

1.1 Beschreiben Sie den Zylindermantel von Z in geeigneten Koordinaten.

1.2 Berechnen Sie den Fluss des Vektorfelds v durch die Mantelflache von Z von innen
nach auflen, wobei

v:R SR (z,y,2) — (zz4y,yz —x, 2)T

Losung:

(.1) Es bezeichne M die Mantelflache des Zylinders Z. Zur Beschreibung von M bietet
sich die Abbildung

¢ :[0,27] x [0,h] = R, (u,v) — (Rcosu, Rsinu,v)"
an. Wir schreiben also
M = {(Rcosu,Rsinu,v)—r eR? | (u,0)! € D} ,
wobei D = [0, 27 x [0, h].

(.2) Der Fluss des Vektorfelds v durch die Mantelfliche M von Z von innen nach aufien
ist das vektorielle Fldachenintegral von v iiber M, wobei ¢, X ¢, nach auflen zeigt:

J] vds= [[ votu)T (0. x 6,) dudo.

Wir berechnen

—Rsinu 0 Rcosu
Oy = Rcosu , Su=1 01, ¢uxod,=] Rsinu
0 1 0

und stellen fest, dass ¢, X ¢, nach auflen zeigt (wére das nun nicht der Fall, so wiirde
man ¢, x ¢, wahlen; hierbei wird die Orientierung umgedreht). Damit erhalten wir:

n oo [ RV cosu+ Rsinu " [ Reosu
// v~ds:/ / Rv sinu — Rcosu Rsinu | dudv = R?*h%x.
M o Jo v 0

Aufgabe 2 (Schraubenfliche) Man berechne den Flicheninhalt der Schraubenfliche

7 COS
¢(T>SO>: TSngO 9 TG[O,l], (,06[0,271’].
¥



Losung: Aus der gegebenen Parametrisierung folgt

Cos —rsine sin ¢
Gr(r,0) = | sing |, @p(r,p) = [ reose | und @p(r,p) X dy(r,p) = [ —cosyp
0 1 r

und somit

|60 (7, 0) X bo(r, 0)| = V1472

Hieraus ergibt sich der Flacheninhalt
1 por 1
// dF:/ / \/1+r2dphz’dr:27r/ V1+r2dr.
¢ 0 Jo 0

Zur Berechnung des verbliebenen Integrals fiihrt man die Substitution » = sinh ¢ durch.
Da cosh?t — sinh?¢ = 1 und % = cosh t gilt, erhalt man

1 a
/ V1+r2dr = / cosh?tdt mit a = arsinhl.
0 0

Partielle Integration ergibt unter Verwendung von sinh? ¢t = —1 + cosh? ¢:

a

a
/ cosh?tdt = sinh ¢ cosht
0

a a
—/ sinthdt:\@Jra—/ cosh?tdt,

0 0 0

woraus folgt

a 1
/ cosh?tdt = 3 (\@ + a) und damit / dF = w(\@ + arsinhl) .
0 @

Aufgabe 3 (Normalbereich) Bestimmen Sie das Volumen von

D={(z,y,2)| 2<2<20<y<3—20<36—2%—y2).

Losung;:
2 3-—x36—22—y2 2 —x
V = / / / / 1dzdy dz = / /36—:1: —y? dy dz
r=—2y=0 z=0 r=—2y=
17" 2 3 1 3
= /(36—x)y—fy / 108 — 3z* — 36z +2° — - (3 —x)° dz
7, 37 ly=o J, 3

1 1 2
- 1 3 1822 - Tt T (3 )
08z — x 8x +4x +12(3 x)

r=—2
625

1
= 216 -8 — 72+4+f+216 8 — 4+72_E_364



Aufgabe 4 (Schnitt zweier Zylinder) Man berechne den Flicheninhalt der Oberfli-
che des Schnitts der beiden Zylinder 2% + 22 < a? und y? 4 2% < a?. Fertige eine Skizze
an und nutze die Symmetrie des Problems aus!

Losung: Aus Symmetriegriinden kann man sich auf die Fliache {iber dem ersten Oktanten
der z-y-Ebene (0 < z) beschrinken. Die Oberfliche ist hier gegeben durch z2 + 2% = a?.
Hieraus ergibt sich die Parametrisierung

v

o(u,v) = u , u€[0,a], ve[0,al, u<wv.

2 — 02

und somit

0 1 e

qzbu(u,v) =11 ; gbv(”v U) = 0 und Cbu(uvv) X qbv(”a U) = 0

0 o= -1

mit a
|Pu(u; v) X @y (u,v)| = -
a? —v

Der Flacheninhalt des ersten Oktanten betrigt also

a
:CL2.

a v a a v
dF:/ / 7dudv:a/ ————dv = —avaZ -2
//¢ 0o Jo va?—v? 0 va*—v? 0

Somit ist der Flacheninhalt der gesamten Oberfliche des Schnitts 16 a.

Aufgabe 5 (Integral) Seien D das Dreieck mit den Ecken (0,0), (1,0) und (1, 1) sowie
K = {(z,y) € R?| 2% +4? < a®} mit a > 0. Man berechne:

5.1 // e_w2d$dy
D

5.2 // e‘x2_g2dmdy
K

Losung;:
(.1) D ist Normalbereich:

D={(z,y) eR*|0<z<1,0<y<ux} ()
—{(@y) eR’[0<y<1,y<z<l} (8)



o 1 rx 1 T
// e~ dady © / / e dyde = / (6_5‘32 / dy) dx
D 0 JO 0 0
1 1
= / ze dg = _le—xQ = _16—1 + 1 — 1 <1 _ 1>
0 2

0 2 2 2 e
Mit (f3), also in der anderen Integrationsreihenfolge, ist keine Losung moglich!

(.2) Der Integrationsbereich K ist ein Kreis um (0,0) mit Radius a > 0. Wir verwenden
daher Polarkoordinaten:

r=rcosp, y=rsiny, dzdy=rdrde

2T ra 2w a 1 a
// eV dady = / / e "rdrde = / dcb/ re "dr = 2 |:—€T2:| =n(l- 67(12)
K o Jo 0 0 2 0

Aufgabe 6 (Integral) Gegeben ist das Doppelintegral

[ [ v

6.1 Skizzieren Sie das Integrationsgebiet.

6.2 Geben Sie das Doppelintegral mit vertauschter Integrationsreihenfolge an.

6.3 Berechnen Sie das Integral fiir f(z,y) = 2 sin 22.

Losung:

(.1) Integrationsgebiet G = {(z,y) € R?| —1 <2 <1,22 <y <1}

(.2) Vertauschung der Integrationsreihenfolge:
G={(zy) eR’|0<y <1 —y<z <y}
L vy
= I = / / f(z,y)dzdy
0 /vy

(.3) Nach (.1):

11 1 y=1 1
I= / / 2x sin z2dydz = / Y- 2x Sinxz‘ ,dr = / 22(1 — 2%)sinz?dz =0
—1Ja2 1 y=a -1

ungerade Funktion



Nach (.2):

1 /5 1
I:/ / 2z sin z2dady :/ — cos 22
0 J—yy 0

Aufgabe 7 (Integral) Seien D das Dreieck mit den Ecken (0,0), (1,0) und (1, 1) sowie
K = {(z,y) € R?| 22 + 4? < a®} mit a > 0. Man berechne:

7.1 // rydxdy
D

72// dzdy
K1+x2+y

7.3 // 2y dzdy
pxr+1

7.4 // sin(z? 4 y?)dzdy
K

2=\/5
a=—/§

1
dy = —/ cosy —cosydy =0
0

Losung:
(.1) D ist Normalbereich:

D={(z,y) eR*|0<2<1,0<y<a} ()
={(zy) eR?[0<y <1, y<z<1} (B)

1 rx 1 T
// rydzdy @ / / rydydr = / T (/ ydy) dz
D 0 0

1
—/ T - 7$2dx—1/ :c?’dx:}
2 Jo 8
Auch moglich:

// wydwdy—/ (/ylﬂcydzv)dy—/oly-;(1—@/2)dy—élg

2y (a) /1/$ 2y /1 1 NE /1 1,2
dzdy dydzx dox = d
//Dx—}—l z+1 yaz T+ 1{y}0 * o z+1 v
—1
—/ 2 / x—1) dx
x+1 +1

1
[2352—:174-111( +1)]0:1n2—2




Auch méglich:

s [1( [ e o= [ 1
dzdy dz|dy = [ 2yl 1)L d
//Dx+1 |y = ) y [In(z +1)], dy

0
1 1
= [ 2y(ln2—-In(y+1)dy =In2 — 2/ (y+1)In(y+1) —In(y + 1)
0 0

t_i+11n2—2/ tlnt—lntdt:ln2—2[t2 <1lnt—1)—tlnt+t} =1112—1
) 2 4 1 2

(.3) Der Integrationsbereich K ist ein Kreis um (0, 0) mit Radius a > 0. Wir verwenden
daher Polarkoordinaten:

r=rcosy, y=rsing, dzrdy=rdrde

dxdy 2r ra pdrde 2w a pdr 1 9
//Kl+x2+y /o /0 1+ 72 0 ¢/0 1+ 72 "3 a(l+r7)

= 7ln(1 + a?)
0

//K sin(z? + y*)dzdy = /027T /Oa sin(r?)rdrde = /O27r dé /Oarsin(TQ)dr

- /Oarsin(rz)dr — o %(— cos(r2)) 0 — (1 - cos(a?))

Aufgabe 8 (Transformationsformel) Zu bestimmen ist das Bereichsintegral
/ arctan—d:cdy, wobei D = {(z,y)" | 2% + 42 < 2}.
D

8.1 Fiihren Sie die Koordinatentransformation
x = s(cost+sint), y=s(cost—sint) mit se€[0,00], te€]0,2n]

im gegebenen Integral durch und geben Sie das Bereichsintegral in den neuen Koordi-
naten an.

8.2 Berechnen Sie das Bereichsintegral.

Losung: (.1) Die Jacobimatrix der Koordinatentransformation lautet

_ [cost+sint s(—sint+ cost)

N (cost —sint s(—sint — cost))



und man erhalt die Jacobideterminante detJ = —2s. Der Bereich D transformiert sich
wie folgt

22 + 1% = 5% (cost +sint)? + s? (cost —sint)? < 2 liefert 0 <s<1,

woraus sich ein Normalgebiet B = {(s,#)" | 0 < s < 1,0 < t < 27} ergibt. Das
Bereichsintegral in den neuen Koordinaten ist somit

/ arctan gjig;i 2sdsdt = / 2stdsdt .
B B

(.2) Das Bereichsintegral berechnet sich wie folgt

1 27
/ 2st dsdt = / / 2st dtds = 272 .
B o Jo

Aufgabe 9 (Transformationsformel) Man berechne das Bereichsintegral
/ @@ dudy,
D

wobei D der trapezférmige Bereich mit den Eckpunkten (1,0), (2,0), (0,—2) und (0, —1)
sei.
Hinweis: Man fihre die Koordinatentransformation s = x + y, t = x — y durch.

Losung: Aufgelost nach x,y erhdlt man die Riicktransformation

(s —1)

aus der sich leicht die entsprechende Jacobideterminante berechnen lasst:

l‘:%(8+t), Yy =

D=

O(z,y) _ |5 % :‘% %1 __1
as,t) |92 P |z —2 .

Der urspriingliche Integrationsbereich wird durch die Geraden
y=x—1, y=x—2, y=0 sowie die y-Achse

begrenzt. Diese Geraden transformieren sich in die Geraden

woraus sich ein Normalbereich

B={(s,t)|1<t<2,—t<s<t}



ergibt. Somit erhélt man folgende Integraltransformation

/ 0/ E=0) ey — / o5/t |202:9) ’d dt — / / e/t dsdt .
D B J(s, 1) t=1Js=—t

Das transformierte Integral kann man schliellich leicht berechnen
1

N Jt v (% ' el —e ! 12 3 -1
= e’ dsdt:f/ te® dtzi/ tdt =2(e" —e ).
2 /t:1 /s:—t 2 Ji=1 s=—t 2 1 4( )

Aufgabe 10 (Transformationsformel) Es seien R und « positiv. Die kreisférmige
Platte B = {(x,y) € R? | 22 + y? < R?} eines Kondensators werde durch Elektronen
aufgeladen, welche sich geméf der Flichenladungsdichte o(z,y) = —a(R? — 22 — y?) auf
B verteilen.

10.1 Berechnen Sie die Gesamtladung Q = [[; 0dF der Platte direkt.

10.2 Benutzen Sie Polarkoordinaten, um die Rechnung zu vereinfachen.

Losung: (.1) Die Gesamtladung der kreisformigen Kondensatorplatte B lasst sich hier
als Doppelintegral iiber die Flichenladungsdichte o(x,y) = —a(R? —2? —y?) fiir (z,y) €
B ausrechnen: Kiirzt man w(z) = vV R? — 22 ab, so folgt

w(x) 9 9
//ng = —a/ / 2 2? —y?) dydz
B =—R —fw(a:
= —a/ 2/ 2 — 2% —y?) dydx
rz=—R

1 w(x)

= —a/ 2 |(R? — 2%y — y?’] dz

R4
= —a/ —w(z)?dz

1 1 1 R
= —« [30)(30)3 + §R23: w(x) + §R4 arcsin% .

1

= —aRYarcsinl = —§a7rR4,

wobei wir eine Formelsammlung und diverse Symmetrien benutzt haben.

(.2) Die Rechnung in (.1) lasst sich mit Polarkoordinaten = = rcosp, y = rsin ¢ iiber
dy dz = r de dr signifikant abkiirzen:

2w R
// odF = fa/ / ngpdr—foz/ 21 (R* — r?) rdr
B r=0 r=0

R
1
= ——arR!.

1
= —ar [R%ﬂ — =t
r=0 2

2




Das Ergebnis ist natiirlich identisch zu (.1), aber wir haben hier weder die Formelsamm-
lung noch komplizierte Transformationen bendtigt (oft ist es giinstig, die natiirliche
Symmetrie eines Problems zu beriicksichtigen).

Aufgabe 11 (Transformationsformel) Bestimmen Sie den Schwerpunkt der Nord-
halbkugel D = {(z,y, 2) | 22 + y? + 22 < R? mit z > 0} mit der Dichte p(z,y,2) = 2.

Losung: Wir benutzen Kugelkoordinaten und erhalten fiir die Masse M der Kugel:

5 2t rR
M:/ / / r cos ¥ r?sin 9 dr de dd
¥=0J0 Jr=0

jus

4 .z 4 [ein2.9]2 4
= QWR/Q cosysinddd = mi |sin” Y = i .
4 Jo—o 2 2 0 4

Nun berechnen wir die Koordinaten s1, s3, s3 des Schwerpunkts S. Aus Symmetriegriin-
den liegt der Schwerpunkt von D auf der z-Achse. Damit haben wir schon s; = s9 = 0.
Und fiir die z-Komponente berechnen wir das Integral:

sy M 15

1 (3 2 R, 1 27R° [ cos?0]? 1 27 R®
S3=— rcos”dresinddrdpdid=— — — .
T M /19:[) /<p:0 /T‘:O 7 M 5 3

Setzen wir M ein, so erhalten wir s3 = %.

Aufgabe 12 (Transformationsformel) Man betrachte den Kegel K im R? mit der
Spitze (0,0,3)" und der Grundfiiche 2% 4+ y? < 1 in der Ebene z = 0. Die (inhomogene)
Massendichte p von K sei gegeben durch p(z,y,2) =1 — y/x? + y2.

12.1 Veranschaulichen Sie sich die Situation durch eine geeignete Skizze des Kegels.

12.2 Bestimmen Sie mithilfe von Zylinderkoordinaten das Volumen V und die Gesamt-
masse M von K.
Zur Kontrolle: V(K) =7, M(K) = 7.

12.3 Bestimmen Sie den Massenschwerpunkt des Kegels.

Zur Kontrolle: (zs,ys, )" = (0,0, 5)7.

Losung: Zur Beschreibung des Kegels K bieten sich Zylinderkoordinaten an: Mit der
Transformation z = 7 cos ¢, y = rsin ¢ und z = z erhilt man K fiir z € [0, 3], ¢ € [0, 27]
und 7 € [0,1 — £].

10



(.2) Mit Hilfe der Transformation in Zylinderkoordinaten ergibt sich fiir das Volumen V'

von K:
3 2w l1-Z 3 p2m [ 2 1-3
V = /// dV:// / rdrdgpdz:// — depdz
o Jo Jo 0o Jo 2],

_ 11+1d_2{1 1+13]3_
= ™ 0 2 32 182 z ™ 22 62’ 542 =T.

Unter Verwendung der angegebenen Massendichte p(z,y, 2) = 1 — /22 + y? erhalten wir
fiir die Gesamtmasse M von K:

3 pom pl1-2
/// p(m,y,z)dV:/ / / Sp(rcosgp,rsingp,z)rdrdgpdz
K 0o Jo Jo

M

3 por pl-Z 3 por[,2 37073
= // / (1—7“)rd7“dcpdz:// - - dpdz
0o Jo Jo o Jo 2 3 0
311 1 1 1 1 0%
_ 9 ot s, { _ L 4} _T
A T S T AV RS Yl M

(.3) Nun berechnen wir noch die Komponenten s, sq2, s3 des Massenschwerpunkts S von

K:
1 92 3 r2m pl-%
51 = —/// xp(x,y,z)dV:f// / (1 —=r)rcosprdrdedz
M 0o Jo
2T 4
= // cos

7;7“
3 4

9 (3[,3 r41£
:77/0 3 4

3 2
{ sin go} dz=0,
0

1_,
] dpdz

0

wobei der letzte Schritt aus der Beziehung [sin ]3™ = 0 folgt. Entsprechend erhélt man

1 9 3[4 2m
= — T,Y, 2 dV:—/ —_ - — [—cos} dz =0.
M//Kyp( ) wolzf, 4]0 I,

Schliefllich gilt

1 2 3 r2m rl-%
s3 = —/// zp(:r,y,z)dV:—// / (1 —=r)zrdrdpdz
M K
o 3 2m [p2 31173
S
T Jo Jo [2 3]

0

1 1 1 9

_ oyl t2_toa 5} _
[122 727 T 105° 10

Man erhilt als Massenschwerpunkt von K den Punkt (sq,s2,s3)" = (0,0, -%)".

11



Aufgabe 13 (Gramsche Determinante) Eine Parkhausauffahrt P habe die Gestalt
eines Wendelfldchenstiicks:

P = {(a:l,xQ,xg)T e R? | ($1,£L’2,l’3)T = (ug cosuq, ug Sinul,ul)T, 0<wu; <2m, 5 <uy <9}.

Berechnen Sie den Fliacheninhalt F' von P und vergleichen Sie ihn mit dem Flicheninhalt
F' des Kreisrings R, der den Grundriss von P bestimmt. (Hinweis: Eine Stammfunktion

von V1 + 22 lautet 3 (zv1+ 22 + In(z + V1 + 22)).

Losung: Die Parkhausauffahrt P wird dargestellt als Bild der Abbildung

z:[0,27] x [5,9] = R3,  (ug,u2)T — (ug cosuy, ug sinuy, uy)”

mit
—ug Sin uq COS U1 —sinuy
Ty = U9 COS U7 , Ty = sin uq , Ty X Ty = COS U7
1 0 —Uu2

Mit Hilfe des Oberflachenintegrals der konstanten Funktion 1 iiber P erhalten wir den
Flacheninhalt F'(P) von P:

F(P) = // 1dO:// Lo |70y X @y || dug dug
P [0,27] x[5,9]

9 27 1 1
= /5/0 \/l—i—u%duldug:%r[2um/1+u%+21nu2+\/1—|—u§

7 (9v/82 + In(9 + V82) — 5v/26 — In(5 + v/26) ) ~ 56, 58,

)

wobei wir den Ausdruck /1 + u3 mit Hilfe der Formelsammlung integrieren.

Der Flicheninhalt von P unterscheidet sich daher nur geringfiigig vom Flicheninhalt
F(R) des den Grundriss von P bildenden Kreisrings R mit Innenradius 5 und Auflenra-
dius 9:

F(R) = 9°1 — 5%1 = 56m.
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