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Drehimpuls
und
Spin

Haufig hangt unser Potential in der Schrédingergleichung bloft vom Abstand unseres
Teilchens zB zu einem Atomkern ab. Dh unsere stationire Schrédingergleichung in 3
Dimesnsionen hat die Form

{_h_z A v(m] U(7) = BU(7),

2m

mit r = /22 + y? + 22. Diese Symmetrie kénnen wir nutzen indem wir das Problem in
Kugelkoordinaten betrachten. Der Laplaceoperator nimmt darin folgende Form an:

A—lg TQQ + L 9 S.in192 —l-;&—Q
- r20r or r2sin 9 oY oY 72 sin? ¥ D2
Das sieht zugegebenermafsen nicht besser aus als vorher. Durch Einfiihrung des quan-
tenmechanischen Drehimpulsoperators konnen wir es aber weiter vereinfachen.
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1 Drehimpuls

Analog zum klassischen Drehimpuls definieren wir uns den (hermiteschen) Drehimpul-
soperator

L=7Fxp=—ih(fx V)

mit den Komponenten

. 0 0
Ly = yp. — zpy = —ih (ya - Za_y)

. 0 0
Ly, = zp, — xp, = —ih (Z(?—x — I&)

. 0 0
Lz = IPy — YPz = —ih (ﬁa_y - y_)

Das Betragsquadrat lautet
LP=IL3+ L+ L2

Fiir die Komponenten konnen wir Vertauschungsrelationen ausrechnen:

[an Ly} = [ypz_zpya Zpa:_xpz] = [ypz7 pr]_[zpya Zp:r] - [ypza *sz] +[Zpya xpz] Produ?tregel

=0 =0
= y[pz, 20z] + [y, 20| D2 + 2 [Dy, TD:] +[2, zp:]Dy Produktregel
=0 =0
=Yz P2, Dal Ty [P2: 2] o + @ [2, 2] py + [2, 2] popy = iR(xpy — yps) = ihL.
—— ——" —~— ~
=0 =—ih =ih =0
Und analog
Ly, L, =ihL,,

Satz 1 In kompakter Notation:
[Li, LJ] = ’lhEkak

Daraus folgt dann direkt
[L?, L] =0

Die Idee ist nun gemeinsame Eigenfunktionen von L, und L? zu konstruieren, die
wie wir im Folgenden sehen werden, auch Eigenfunktionen vom Hamiltonoperator mit
einem radialsymmetrischen Potential sind.
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1.1 Auf- und Absteigeoperatoren

Ahnlich wie beim harmonischen Oszillator macht es Sinn (warum wird spéter klar) sich
Auf- und Absteigeoperatoren durch

Ly =L,+iL,

L_.=L,—iL,
zu definieren. Sie sind zwar nicht hermitesch, aber es gilt L, = L.

Es gelten die Relationen (Ubung)
[Ly,L_|=2hL., [L. Li]=+hLy, [L* Li]=0.

Aufserdem lisst sich L? ausdriicken als

1
1P =5 (LLy+ Lo L) + L

1.2 Drehimpuls in Kugelkoordinaten
In Kugelkoordinaten, dh

x = rsindcos g
y = rsindsin g

z =1rcos?

kénnen wir zB die L,-Komponente des Drehimpulses ausdriicken als
. 0 0
LZ = —ih (l’a—y B yafﬂ) Kette_m"egel
_in 2 99\ 9. orN9 L (N9,
M oY dp ox ) Or ox ) 09
_in 2 (N 20 (92 (22 ] 2
" or Y\oz )| av ay ) Y\oz )| ap

(}?) (171)
Mit r = /22 + y? + 22 folgt
or x Or vy Y x
—=—, T == 1 I)=2=—y—=0.
ox r’ Oy 1’ also (1) Yy

Aus cosv = = folgt

oV ov 0 2 0 2
(II) = (xa_y) -y (ax> - xa_y arccos (;) B y% areeos (;) Kette_m“egel
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T—F— Y - T — _——— rT = — —
I TEY R R N TE) Y e Ve

T T

Mit tan ¢ = ¥ folgt

NE o\ 0 y 0 y _
(]]]) =X (a_y) ') (_$> - xa_y arctan (;) B y8_$ arctan (;) Kettcgregel

1 1 1 1 2
T 7. Y 2<_%): 2(1+y_2>:1
1+52 I+5 V7 1+45 x
Insgesamt erhalten wir fiir die L,-Komponente des Drehimpulses in Polarkoordinaten

0
L,=—ih—.
i 90

Ahnliche Rechnerei gibt uns
L, = —ih (cos gp% — cot ¥ sin gp%) ,

L, = —ih (Sin go% — cot v cos go%) :

und damit

10 9 1 o2
L2 — _ B2 _ . e - v
h {smﬂaﬁ (Smﬁaﬁ) * sin2193g02}

Dieser Term entspricht bis auf den Vorfaktor dem Winkelanteil des Laplaceoperators
in Kugelkoordinaten. Unseren Hamiltonoperator fiir das radialsymmetrische Potential
kénnen wir also schreiben als

R0 (4,0 L?
H= 2mr? or (T E) * 2mr? +Vir)

Da L? und L, nur nur auf den Winkelanteil der Wellenfunktion wirken, sehen wir
dass

0=[H, L*] =[H, L]

AuRerdem gilt ja [L?, L.] = 0. Es gibt also einen Satz von simultanen Eigenvektoren
von H,L? und L,!
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1.3 Eigenfunktionen des Drehimpulses

Zunichst betrachten wir die simultanen Eigenfunktionen von L? und L, und bezeich-
nen sie mit Yy, (9, 0) = (U, p|l,m). Sie werden Kugelflichenfunktionen genannt. Per
Definition erfiillen sie

LY, (9, ) = a;Yim (9, )
LY (9, 0) = by Yim (9, )

Zum Bestimmen von a; und b,, machen wir den Ansatz

Yin (9, ¢) = 0(9)0(p).

1.3.1 Eigenwert der L.-Komponente

Mit dem L, = —ih% Operator erhalten wir die DGL

mit Losung o/
D(p) = "¢

Auferdem verlangen wir eine 2m-Periodizitdt der Losung in ¢. Das wir gerade durch
b, = mh mit m € Z erfiillt. Es gilt also

LzYzm = mh}/lm

1.3.2 Eigenwert von L?
Um die Eigenwerte a; von L? zu bestimmen, nehmen wir die Auf- und Absteigeopera-
toren zubhilfe:
Wegen L., Ly] = +hLs und [L? L.] = 0 haben wir
L.(Ly|l,m))=LyL,|l,m)+hLy|l,m)= (m=+1)A(Ly|l,m))
L*(Ly |l m)) = Le(L* I, m)) = ai(Le |1,m))
das heifst Ly |I,m) ist wieder ein Eigenzustand zu den Eigenwerten (m =+ 1)k und ay,
ist also ein Vielfaches von |I,m £+ 1).

Nun gilt:

Satz 2 Fiir einen Eigenvektor |l,m) mit den Eigenwerten a; und b, beziglich L*
und L, gilt
a; > b2, = m*h?
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Beweis: Es gilt
2 2 1 1 T T
L7 =1L = §<L+L— +L_Ly)= §(L+L+ + LY L)
also

1
(Im|L* — L2[l,m) = = (I,m|LyL_ + L_L|l,m) = §<<l,m|L+Ll\l,m> + <l,m|LLL+|l,m>) >0

J/

N | —

-~

>0 >0

da auf der rechten Seite Normen (dh positiv) von Vektoren stehen. Einsetzen von den
Eigenwerten liefert dann genau
a; — b%n Z 0

Das heifst es gibt einen Wert m,,,,, sodass
L+ |l7mmax> - O

und somit natiirlich auch
L Ly |l,mpaz) = 0.

Aufberdem gilt

L L, = Li + L?j —1 (Lny - LxLy) =L* - Jz — hJ,
N—— ~~

L2—L2 [Ly,Lz]=—ihL:

also
(L* — L? — hL) I, Mupaz) = (@ — m2, 0> — Munazh®) |1, Mpnaz) = 0

max
Da |I, Myqz) kein Nullket ist gilt somit a; — m?2,, A% — Mypaeh? = 0 oder
a; = mmaz<mma:(: + 1)h2
Analog konnen wir argumentieren, dass ein m,,;, existiert fiir das gilt:

a; = mmin(mmin - 1)h2

Daraus folgt min = —Mma-

Die Zahl [ bestimmt also m,,q, eindeutig iiber a; = A*M 0z (Miae + 1). Wir kénnen
also auch einfach (notfalls durch umnummerieren) M., = [ fiir [ = 0, 1,2, ... setzen.
Dann ist a; = I(I + 1)h2.

Losen des Eigenwertproblems

LY (09, ) = 1(1 + 1) B2V (9, @)
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liefert fiir die (normierten) Kugelflichenfunktionen den Ausdruck

(I — /2l 1
Yim (9, ) = l+:§ i " (cos)e ime.

Satz 3  Insgesamt gilt fir die Kugelflichenfunktionen (9, ¢|l,m) = Y,

L?Yin (9, ) = U1 + 1)R*Yin (9, )

Als normierte Figenfunktionen zu verschiedenen Figenwerten von hermiteschen Oper-
atoren bilden sie ein Orthonormalsystem:

/dQYETm’O?a Qp)}ﬁm(ﬁ? Qp) = 5l’lém’m

Dabei st | = 0,1,2,... die Orbitalquantenzahl und m = —I,..,0, ..l die Magnetquan-
tenzahl.

Explit lauten die ersten Kugelflichenfunktionen

%0(197 @) T

3 ‘
Yi41(0, ) = T/ — sinde*™
T

5
Yao(0,0) = || o= (Beos” @ — 1)

}/Q,il(ﬁa 90)

:F T
15 . i
Yo 40(0, 0) =4/ o sin? Ye 2

2 Energieeigenwerte vom Wasserstoffatom

—_
Cﬂ

—= sin ¥ cos et

Wir schauen uns jetzt die Schrodingergleichung fiir ein gebundenes Elektron (dh E < 0)
im Coulombpotential an. In Kugelkoordinaten lautet sie

R 0 (,0 L? Ze? .
[_ 2mr? or (T E) * 2mr? T} V() = BY()

Wir machen wieder einen Separtionsansatz:

V() = Rpi(r)Yim (9, ¢)
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Mit der zusétzlichen Substitution Rg(r) = “%(r) erhalten wir

h2 d2uEl |:l(l + 1)h2 B Z€2

2m dr?

] ug(r) = Bup(r)

2mr? T

Da die Wellenfunktion W(7) normiert ist, gilt

- / r2dr Ry () Ris(r) / QY (0, 0)Yim (0, ) = / drasy (r)um ()

J/

~~
=1

Wir kénnen also ug (r) als 1-dimensionale Wellenfunktion in dem effektiven Potential

Zer  1(l+ 1)k
+

Ver(r) = = r 2mr?

interpretieren. Falls [ £ 0 kommt dadurch eine Drehimpulsbarriere zustande:

E

Aufer fiir s-Zustédnde (dh [ = 0) ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen in der Néhe
des Ursprungs anzutreffen sehr klein.

2.1 Asymptotisches Verhalten

Wir wollen jetzt die Funktion ug (r) bestimmen. Schauen wir uns zuniichst das asymp-
totische Verhalten an:

2.1.1 fiirr—0

Es dominiert der 1/r*>-Term und die Differntialgleichung reduziert sich auf

dzuEl . Z(l -+ 1)
dr?2 72

up (7).
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Die allgemeine Losung lautet u(r) = Ar'*t? + Br~'. Da die Wellenfunktion normierbar
bleiben muss, kommt nur
ug(r) ~ ' (r —0)

in Frage.

2.1.2 fiir r — o0

IMir r — oo reduziert sich unsere DGL auf

d2uEl I{QU /{2 . 2mE
= El = =
dr?

>0 r — 00

Unsere Definition von x macht Sinn da wir von gebunden Zustinden (dh E < 0) reden.
Die allgemeine Losung dieser DGL ist u(r) = Ce™ + De™"". Zwecks Normierbarkeit
kommt diesmal nur

KT

ug(r) ~ e (r — o0)

in Frage.

2.2 Losung

Ab jetzt fiilhren wir die dimensionslosen Grofsen

2m|E)|
p=Kr = =
Ze%k e? hek 2mc2
po = — = _— = o -
|E| hic |E| |E|

ein. a = % wird Feinstrukturkonstante genannt. Unter Beachtung von dp = rdr wird
die DGL nach Umformung zu

G L po

Zur Losung machen wir einen Ansatz der Form

up(p) = p' e Pw(p)

der das bekannte asymptotische Verhalten beriicksichtigt. Damit bekommen wir fiir

w(p)
+2(l+1—p)d12—;p)+(ﬂo—2l—2)w(p) =0

d>w(p
0
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Zur Losung machen wir einen Potenzreihenansatz:

o0

w(p) = arp"
k=0
Damit erhalten wir
Z [&kk(k — Dt 200+ DEp* ag + ar(po — 21 — 2 — 2/{)pk] =0
k=0

und durch Koeffizientenvergleich

oder
arr1 2k +1+1) = po

a (k+20+2)(k+1)

Fiir grofe k gilt dann
Ak41 2

~ —

Qg ]{3’

entspricht also ungefdhr dem Verhéltnis der Koeffizienten von der Exponentialfunk-

tion
2p __ ( P
e = Z k!

k=0

Damit wéare aber
w(p) ~ er (r — 00)

und somit
up(p) ~ e’ (r— o00)

nicht normierbar! Nur wenn unsere Potenzreihe abbricht bekommen wir keine Schwierigkeit-
en. Schauen wir unsere Rekursionsgleichung

MU k20 2)(k+ 1)

ag

an, sehen wir dass ein N existieren muss, sodass
2(N +1+1) = po.

Das Problem ist nun prinzipiell gelost.

10
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2.3 Hauptquantenzahl n

Um weiterzumachen definieren wir die Hauptquantenzahl n als

n=N+I1l+1=1,23,..
mit [=0,1,...n—1

Damit gilt jetzt

9 211/2
poz[fg} Zoa = 2n,

wir haben also:

Satz 4 Die Energieeigenwerte fir das Wasserstoffatom lauten

1 Z2 2
E,=—mc a
2 n?

Da zu jedem n-Wert, | die Werte 0 bis n — 1 annehmen kann, und fiir jeden [-Wert m
die Werte —[ bis [ annehmen kann, ist jeder Energieeigenwert E,,
"~ (21 + 1) = n>fach entartet.

Die zugehorigen Eigenfunktionen in der Ortsbasis bezeichnen wir mit

Vi (T) = (FIndm) = Ry (r)Yim (9, ¢).

Die (normierten) Radialwellenfunktionen erhalten wir durch riicksubstituieren in der
Herleitung. Sie lauten in der allgemeinen Form

s | 317—1/2
(n—1—1)!(2K) £2l+1(2m‘)

Rou(r) = =™ (2nr) 2n((n + 1)1)3 n+l

11
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Mit der Bezeichnung a = % = #12 lauten die ersten Radialwellenfunktionen explizit

.
Ryp(r) =2a7e a,

Rao(r) = 2(2a) 7%/ (1 . 27"_&) e 2a,
Roi(r) = %(2&)_3/2 (2) e 2a.

% W\ —o-
Ryo(r) = 2(3a) %> (1—l+ i )e 3a,

3a  27a?
R (r) = %5(3@3/2 (f> (1 — i) ¢ 3a,

a 6a
T

Raa(r) = %(3@_3/2 <£)2 e 3a

3 Spin

Aufer dem aus klassischen Systemen bekannten Bahndrehimpuls, besitzen quanten-
mechanische Objekte noch einen intrinsischen Drehimpuls, den Spin, ohne Entsprechung
in klassischen Systemen. Im einfachsten Fall besitzt ein Teilchen 2 Spinzustinde die
wir mit Spin-up (oder |4)) und Spin-down (oder |—)) bezeichnen. Die Observablen S,,
S, und S, des Spinvektors kénnen dementsprechend durch 2 x 2-Matrizen dargestellt
werden.

Als experimenteller Nachweis fiir den Spin dient vor allem der Stern-Gerlach- Versuch:

3.1 Stern-Gerlach
Das magnetische Moment eines geladenen Teilchens der Masse m mit Drehimpuls L
betragt klassisch

o el

o= 2mc

Die potentielle Energie eines Teilchens mit dem magnetischen Moment ji in einem
Magnetfeld B betrigt

—ji-B.
Wenn wir ein inhomogenes Magnetfeld nehmen wird das Potential —/i - B ortsab-

hangig. Durch so ein inhomogenes Magnetfeld schicken wir jetzt einen Strahl aus Sil-
beratomen.

Eine Wechselwirkung der Atome mit dem Magnetfeld kann nun entweder durch das
magnetische Moment des Kerns, oder das der Elektronen geschehen: Das magnetische

12
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Moment des Kerns ist aber vernachldssigbar da er viel schwerer ist als die Elektronen
und die Masse im Nenner das magnetische Moment sehr klein werden lédsst. Von den
Elektronen spielt nur das 5s-Elektron Elektron eine Rolle. Die Momente der restlichen
Elektronen heben sich gerade auf. Fiir die Quantenzahl [ der 5s-Elektronen gilt aber
[ = 0 und sie besitzen somit keinen Bahndrehimpuls!

Klassisch wiirden wir erwarten das das magnetische Moment der Elektronen deshalb
null ist und der Strahl somit geradlinig durch unser Magnetfeld lauft. Allerdings passiert
Folgendes:

gemessen
Ag-Strahl
i
U]
o RS
L]
e r;' r:! 0"
7 o " )
T erwartet
W & m
\] "
AD'_'_ ‘\ v
= \‘\ 3 1]
W
%
gemessen

s22::  inhomogenes Magnetfeld

Die Elektronen besitzen also aufser dem Bahndrehimpuls noch einen intrisischen Drehim-
puls, den Spin, der ebenfalls an das Magnetfeld koppelt.

Auferdem sind fiir den Spin (hier die S,-Komponente) anscheinend nur 2 Zustidnde
moglich. Die nennen wir Spin-up und Spin-down. Betrachten wir die L.-Komponente
vom Bahndrehimpuls, sehen wir, dass

wobei m in ganzzahligen Schritten lauft!

Wir haben also nur einen méglichen L,-Wert falls [ = 0 und drei mogliche L,-Werte
falls [ = 1.

Wir wollen aber zwei mogliche Werte fiir den Spin und das bekommen wir formal

dadurch, dass wir [ = % setzen. Dann sind die moglichen S,-Werte —g und +§.

13
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3.2 Formalismus

Die Observable S, besitzt also die zwei Eigenwerte —g und +g‘. Die zugehorigen or-
thogonalen Eigenvektoren werden zB mit |+) und |—) bezeichnet. Falls wir unseren

Spin-operator als 2 x 2-Matrix darstellen wollen lauten die Eigenvektoren

und S, dementsprechend

Satz 5  Als eine Form des Drehimpulses gelten fiir den Spin die Vertauschungsrela-
tionen

[SZ', S]] = ZhEUkS]{;

Damit kénnen wir uns jetzt auch eine Darstellung fiir S, und S, konstruieren. Kon-

vention ist " "
0 1 0 —z
Sx§<1 0) Syi(z 0)

Das lasst sich mit den Pauli-Matrizen kompakt schreiben als

§:

5—(000)mit0—01 U—O_i 0—1 0
— \Vz, Uy, Uz x—lovy_l'o’z_()_l

Fiir die Pauli-Matrizen gilt

o

DO | St

wobei

[O'Z', O’j] = ZiEiJkUk
o2 = (7; =o2=1
{O'Z',O'j} = 2(5”
Aus der zweiten Relation sehen wir, dass

3
S* ==l
4

3.3 Mehrere Stern-Gerlach-Versuche

Ein Stern-Gerlach Versuch kann auch als Messung vom Spin verstanden werden. Was
passiert wenn wir mehrere Messungen hintereinander schalten? Vor allem wenn wir
verschiedene Komponenten messen?

14
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§,4 comp.
— —_— ¢
Oven 5G# % SG# ¢t comp
'5.{_ v - A BN L No §,~ comp.
(a)
S+ beam
Oven SGa SGR 5+ beam
¢ alsd ol
S bcﬁ—% ———————————————— 8y~ beam
(b)
§,+ beam S+ beam
Oven 8GE SGR i -
e 3 SG ] SG2
—@ "‘_% = §,~ beam
8.~ beam 3~ beam

()

(e)

Der erste SG misst S, und spaltet unseren Strahl zu 50% in |S.,+) und 50%
in |S,, —). Jetzt blockieren wir den Strahl mit |S,, —). Den reinen |S,, +) Strahl
schicken wir nochmal durch einen SG der S, misst und erhalten wieder einen
100% |S.,+) Strahl. Das war so zu erwarten.

Der erste SG misst wieder S, und spaltet unseren Strahl zu 50% in |S.,+) und
50% in |S., —). Wir blockieren den Strahl mit |S,, —) wieder. Den reinen |S,, +)
schicken wir weiter und messen mit einem SG die S,-Komponente davon. Diesmal
bekommen wir wieder eine Aufspaltung in 50% |S,,+) und 50% |S,, —).

Gleiche Prozedur wie in (b), aber jetzt blockieren wir anschliefend den |S,, —)-
Strahl, leiten den |S,, +)-Strahl weiter und messen mit einem dritten SG davon
die S,-Komponente. Jetzt stellen wir fest das der Strahl sich wieder ausspaltet
in 50% |S,,+) und 50% |S,, —). Und das obwohl wir nach unserem ersten SG
|S., —) herausgefiltert hatten!

Die Messung von S, zerstort sdmtliche Informationen des Zustandes von S,. S, und
S, konnen also nicht gleichzeitig gemessen werden. Das kommt daher, dass der Kom-
mutator von S, und S, nicht verschwindet.

15
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