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1 Kinematik starrer Korper

1.1 Massendichte

Unter einem starren Korper versteht man ein System mit festen Abstidnden zwischen zwei be-
liebigen Teilchen oder Massenelementen.
Die Massendichte eines solchen Korpers definiert sich wie folgt:

@ _( Masse )_ im Am(r) _ d_m 0
P = Volumen/ avs0 AV dV
Hieraus ergibt sich fiir die Gesamtmasse:

M = f d3rp(r) )

1.2 Bezugssysteme und Kinematik
Man geht von zwei Koordinatensystemen aus. Einem Raumfesten (R-System) und einem Korper-

festen (K-System). Der Vektor R, verbindet die beiden Koordinaten-Nullpunkte. (Oft wihlt man
als Verbindungsvektor den Schwerpunktsvektor Ry = % f drr p(r))

Fiir die Translationsgeschwindigkeit des K-Systems gegeniiber des R-Systems erhilt man:

_ dRy()

t 3
v(t) ar 3)
Weiterhin ergibt sich fiir die Drehbewegung relativ zum R-System:
d
i) = Lxr=wxr 4)

dr

Somit erhidlt man die Geschwindigkeit des starren Korpers, welche sich aus Translation und
Rotation zusammensetzt:

— =v+wXr 5)
1.3 Lagrange-Funktion
Um die Lagrange-Funktion aufzustellen muss die kinetische Energie néher untersucht werden.

Hierzu betrachtet man zunéchst ein System von starr miteinander verbundenen Massenpunkten.
Fiir die kinetische Energie ergibt sich:

1 AR\ 1 , 1 1 ,
T = EZJ’”" (?) - EZmi(v,-+wxr,-) = MV +Zi:(m,~vi(a)xri)+§m,~(wxri) ) ©6)
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Legt man das K-System ins Schwerpunktssystem dann gilt, dass ) ; m;r; = 0 wodurch der zweite
Term verschwindet. Zusammengefasst ergibt sich dann fiir die kinetische Energie:

1 1
T:EMW+EZHMJﬁ—@MH

(7

Die kinetische Energie stezt sich also aus Translations- und Rotationsenergie zusammen. Im

K-System kann man den Term w?r? — (wr)?* wie folgt darstellen:

a)zriz - (a)r,-)2 = Z Wo g [rzdwﬁ — XaXg]

ap

Es definiert sich der Trigheitstensor wie folgt:

N
Iop = Z m; (160 — XaXgli
=1

Damit ergibt sich insgesamt fiir die kinetische Energie:

1

1
T = 2MV2 + E azﬁlaﬁ Waelp

Fiir eine kontinuerliche Massenverteilung ist der Tréagheitstensor:

V4
Iz = fd3rp(r) [r26mﬁ — XoXg] = f d3rp(r) —yx

—IX

®)
9
(10)
—Xy —XZ
P+ -z (1)
—zy x2 +y2

Der Trigheitstensor ist eine symmetrische Matrix. Durch die Wahl eines geeigneten (orthogona-
len) Koordinatensystem ldsst sich jede symmetrische Matrix auf Diagonalform bringen. Damit

erhilt man fiir die Rotationsenergie:

N

2

Try = Z Ii"-),'
i=1

Man unterscheidet zwischen:

o unsymmetrische Kreisel I} # I, # I3
o symmetrische Kreisel I} = I, # I3

o Kugelkreisel I} =1, = I3
Somit erhélt man die Lagrange-Funktion:

[
L=2MV +§;Iaﬁwawﬁ—U

Technische Universitit Miinchen 4

12)

13)

Fakultit fiir Physik



Merlin Mitschek, Verena Walbrecht

1.4 Der Steinersche Satz

Mit dem Steinerschen Satz kann man Trigheitsmomente eines Korpes beziiglich einer Drehache
bestimmen, die nicht durch den Schwerpunkt fiihrt. a ist die Strecke zwischen Drehachse und
Schwerpunkt.

[+']

Abbildung 1: Drehung um Drehache, welche nicht durch den Schwerpunkt verlduft

Der Trigheitstensor ist dann:

Iy = Iop + M(a’5qp — aqap) (Steinersche Satz) (14)

1.5 Drehimpuls

Der Drehimpuls eines starren Korpers ist:

I= fd3rp(r) rxv) =lw (15)
mit dem Drehmoment:
dl
M 16
” (16)
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Hiermit kann die Rotationsenergie wie folgt geschrieben werden:

1 1 1.
T = 3 ; lopawy = ;wala = jlo (17)
(mit [, = 2/3 Ia,Bw,B)

1.6 Bewegungsgleichung

Ausgehend von der Lagrange-Funktion L = 1MV? + 1 3 ;s 1,5 w,ws — U(R, ¢) kann man die
Bewegungsgleichungen fiir Translation und Rotation aufstellen.

Es ergibt sich fiir die Translation:

doL 4L . 0U
Tav-aR = MV=-g=F (18)

Falls R zyklisch ist, ist MV = P = const.

Fiir die Rotation erhélt man:

M, 19)

d oL oL d JL d Z © dl, oL ou
aptp =

aawazaﬁoa - an(t:E B E; @__69001:

1.7 Die Eulerschen Kreiselgleichungen

Im folgenden soll auf die Eulerschen Kreiselgleichungen eingegangen werden. Bei ihnen han-
delt es sich um Bewegungsgleichungen fiir die Rotation eines starren Korpers.
Es gilt folgendes:

1. Betrachtet man einen festen Vektor im K-System, so ist die Geschwindigkeit der Rotati-
onsbewegung im R-System:
v=>{F)r=wXr

2. Gibt es zusitzlich eine Geschwindigkeit im K-System:
WMr=W)k+wxr

3. Die Verallgemeinerung auf einen beliebigen VektorA:

(dA) —(d“‘) fwxA
dr R_ dr /x

4. Insbesondere gilt dies fiir den Drehimpuls /:

(dl) —(dl) +wxl
dr R_ dr/x
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Nun betrachte man ein Bezugssystem, in dem der Trigheitstensor auf die Hauptachsen transfor-

miert ist (also diagonalisiert ist), dann gilt:

dl Ild)l w213w3 - w312w2
(d_) =M=| Lw, |+ w311w1 —w113w3
R Lows wihwy — w2l w,

Daraus folgen die Eulerschen Gleichungen:

Liwy + (I3 — L) wyws = M,
Loy + () — ) wzw; = M,
Laws + (L — 1) wiw; = M3
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2 Schwingungen

2.1 Freie eindimensionale Schwingungen
Gegeben sei ein Potential U(g). In der Gleichgewichtslage bei g = gq gilt U’(go) = 0.

Man betrachte nun kleine Auslenkungen x = g — go aus der Gleichgewichtslage. Hierzu ent-
wickle man das Potential um g bis zur 2. Ordnung:

1
U(g) = U(qo) + U'(q0)(g — g = 0) +§U”(q<))(q —qo)* + ... (22)
=0

Somit gilt fiir kleine Auslenkungen von x:
k 2 . ”
Ux)=Uy+ 5% mit k= U"(q0) und Uy = U(qop) (23)

Weiterhin ist die kinetische Energie:

1
T = Ea(q)cf mit a(g))=m: T = Fmi (24)

Also ist die Lagrange-Funktion eines eindimensionalen harmonischen Ozillators:

1 k
L= zmxz - zxz - U() (25)
Und damit folgt die Bewegungsgleichung:
oL doL . _ L
Pl rrrs = mit+kx=0 = x+;x—x+wx—0 (26)

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist:
B
x(1) = A cos(wt) + Bsin(wt) = a cos(wt + a) (a = VA2 + B%; tan(a) = _Z) 27

2.2 Schwingungen von Systemen mit mehreren Freiheitsgraden

Unter Verwendung von verallgemeinerten Koordinaten ¢ = {qy, ..., g;} ist die potentielle Ener-
gie: U(qy, ..., g5). Diese besitzt ein Minimum bei g; = qf,o)

Man betrachte wieder Auslenkungen um die Gleichgewichtslage x; = ¢, — qgo). Die Entwicklung
um das Minimum (xﬁo) = 0) ist:
U=Up+ . Dk mit ky = 20 (28)
= 5 ijXiXj ij =
PTaL ' 84i0q

i.j
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Die kinetische Energie ist:

1 o1 . 1 P
T = 5 Z a,j(q)q,qj = 5 Z a,](q(o))qlqj = T= 5 Z m;jXiX; mit mj; = aij(q(o)) (29)
ij ij ij
Damit erhilt man die Lagrange-Gleichung:
1 .
L= 5 Z {mijxixj - k,’j)C,'Xj} - U() (30)
ij
Es ergibt sich ein System von S linearen, gekoppelten homogenen Differentialgleichungen:
Z(mij)'c'j+k,-jxj)=0 3D
J
Der Ansatz zur Losung dieser Gleichung ist:
xj(t) = Cje = ) (k- w'mi)Ci= (K-AM)C=0 32)
J
Die Bedingung, dass Losungen fiir C existieren ist:

det(K —AM)=0 (33)

Man erhiilt die charakteristische Gleichung, deren Losungen w, (@ = 1, ..., S) die Eigenfrequen-
zen des Systems sind.

Durch Losen des homogenen Gleichungssystems (K'—1, M) C, = 0 erhdlt man S Eigenschwin-
gungen C, zu den Eigenfrequenzen. Somit erhilt man die allgemeine zeitabhéngige Losung:

S
x(f) = Z Co(Aq cOS(wat) + By sin(wqt)) (34)

a=1
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3 Grundlagen der Hamiltonschen Mechanik

3.1 Die Hamilton Funktion

Die Hamilton Funktion ist wie folgt definiert:
H(p,q.0)= ) pigi— L (35)
i

Sie beschreibt die Gesamtenergie des Systems:
oL |
H(p.q.0= ) +=4i-L=2T-T+U=T+U=E (36)
; 9q;

Durch Anwenden der Legendre-Transformation £ kann man zwischen der Lagrange-Funktion
und der Hamilton-Funktion transformieren. Fiir eine beliebige Funktion f ist die Legendre-
Transformation wie folgt definiert:

d
(LA = x5 - 37)

3.2 Hamiltonsche Bewegungsgleichung
Die Bewegungsgleichungen der Hamiltonschen Mechanik sind die kanonischen Gleichungen:

OH oH
;= — d pi=-— 38
q ap; und p 24 (33)

Diese 2 S Differentialgleichungen 1. Ordnung folgen aus den Lagrangegleichungen und kénnen
damit die S’ Differentialgleichungen 2. Ordnung vollstéindig ersetzen.

3.3 Energieerhaltungssatz

Ist die Hamilton- Funktion H nicht explizit von der Zeit abhingig, so ist die Energie eine Erhal-
tungsgrofle.

dH(p,q,1) _ 8H aH OHOH ~ OHOH
dr Z o Z o’ Z dqi dpi 44 9pi dai at %9

Damit folgt, dass:

dil_d(T+U)_c')_H

de = A&t or =0 (40)

falls H nicht explizit von der Zeit abhéngig ist.
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