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1 Systeme von Massenpunkten

Im folgenden werden Systeme von N-Teilchen beschrieben. Hierzu werden wieder Impuls,
Drehimpuls und Energie des Systems disskutiert.
Grundlegend gilt fiir ein System von N-Teilchen:

e N-Teilchen (i=1,...,N), Ortsvektor r;, Massen m;

dr,
e Geschwindigkeiten 7; = v; = %

o Impuls p, = m;v;

e Innere Krifte: Krifte zwischen zwei Teilchen F;; = —Fj; 1,j = (1,...,N) und i # j
Aufere Krifte: Zusitzlich kann auf jedes Teilchen i noch eine #uBere Kraft F¢™
wirken

d
Gesamtkraft auf Teilchen i : Fy =3, Fij + F&'l = p = CTI;
e Bewegungsgleichungen sind ein System von N gekoppelten Differentialgleichungen

2.20rdnung:

d

@ Zmiri = ZFielt + ZF”
i i iy

Mit 3, F£*t = F$*" und den inneren Kriften >z Fij=0

1.1 Schwerpunktsimpuls

Der Schwerpunkt eines Vielteichensytems ist wie folgt definiert:

1 X N
R= M;miri mit M = Z:lml (1)
Hiermit ergibt sich die Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt:

d’R
F' = M— 2
Die Bewegung des Schwerpunktes findet also so statt, als ob die Masse in ihm vereinigt
wére und als ob die Summe der dufleren Krifte auf ihn wirkt.
Weiterhin kénnen wir den Gesamtimplus definieren:

N

d

P=>"p, und F“'= P (3)
i=1

Falls F** = Zf\il F£t = 0, es sich also um ein abgeschlossenens System handelt, dann
ist der Schwerpunktsimpuls P erhalten (P = const).

Bei der Beschreibung von Systemen von Massenpunkten verwendet man bevorzugt ein
Inertialsystem, in dem der Schwerpunkt ruht.
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1.2 Drehimpuls

Analog zum Gesamtimpuls definiert man den Gesamtdrehimpuls als die Summe der
einzelnen Drehimpulse I;:

N N
i=1 i=1
Weiterhin ist das Gesamtdrehmoment definiert als:

L
Mt =3 r; x F§*' und AL _ ppeat (5)
: ‘ dt

Handelt es sich um ein abgeschlossenens Sytem, also F*“* = 0, so gilt Drehimpulserhal-
tung (L = const).

1.3 Energie

Fiir Vielteilchensysteme gilt:

e kinetische Energie:
N N 2
T= % D MV = 3 QI:;i,-
e konservative Kréfte:
Fij = 7V7;Uij('l°i — ’I‘j) und Fji = +VjUij(ri — Tj)
Hieraus folgt, dass U;; = Uj; symmetrisch und U;; =0 (¥)

e potentielle Energie(fiir konservative Kréifte)
U =U(ry,ra,ry) = 0 U () + 3205 008, Uiy (i =)
* N rrex N
=" Us(ri) + %Zj,i:l Uij(ri — ;)

e Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie E = T + U entspricht der Leistung der
auBeren Krafte

T+U Z'v Pt

Fiir ein abgeschlossenes Sytem (F°** = 0) ist die Energie erhalten, also E = T 4+ U =
const.
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2 Beschleunigte Bezugssyteme

Systeme, in denen die Newton’schen Axiome gelten, heiflen Inertialsyteme. Weiterhin
gibt es jedoch Bezugssyteme in denen die Axiome nicht gelten. Diese sind relativ zu
einem Intertialsystem beschleunigt. Die hier entstehenden Zusatzterme in den Bewe-
gungsgleichungen sollen im folgenden disskutiert werden.

2.1 Linear beschleunigte Bezugssyteme

Betrachtet werden zwei Bezugssysteme. Ein Intertalsystem (IS) und ein beschleunigtes
Bezugssystem (KS’).

Abbildung 1: Linear beschleunigtes Bezugssystem
Da der Ursprung von KS’ realtiv zu IS konstant beschleunigt ist, gilt:
d(t) = 1at?
Woraus sich folgende Transformation ergibt:
r(t) =7'(t) + sat?
Somit definiert sich die Bewegungsgleichung fiir ein kréftefreies Teilchen in KS’:
m#(t)=0 inlS = mi'({t')=-ma inKS (6)
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Der Zusatzterm entspricht einem konstanten Kraftfeld F' = ma.

Diese auftretenden Kriifte werden Tragheitskrifte oder auch Scheinkriifte genannt, da
sie ihren Ursprung in dem Trigheitsterm m# haben bzw. weil sie in Intertialsystemen
nicht auftreten.

Beispiel:

Legt man das Bezugssystem in einen Fahrstuhl, der konstant beschleunigt wird, so
wirkt auf nicht nur die Gravitationskraft F .., = mg, sondern auch die Tréigheits-
kraft Fp.qe = ma. Die transformierte Bewegungsgleichung lautet dann:

mi =m(g — a)

2.2 Rotierende Bezugssyteme

Das Beschleunigte Bezugssystem KS’ rotiert mit

de
it 7
T ™)
gegeniiber dem Intertialssytem IS.
¥
.
.
Ks'
dp =wdt
IS X

Abbildung 2: Rotierendes Bezugssytem

Zunéchst betrachtet man einen Vektor G, welcher von KS’ zeitunabhéingig ist, sowie eine
konstante Lénge besitzt und eine konstante Winkelgeschwindigkeit w. Aus Abbildung 3
kann man herauslesen, dass die Anderung dieses Vektors gegeben ist durch:

|[dGot| = |G||de| sin(6)
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Da dG,,; lw und dG,.; L. G folgt:

dG ot = dp X G = (wdt) x G

dGret
dep

Abbildung 3: Anderung eines Vektors durch Drehung

Die Anderung von G in IS ist dann gleich:

dGrs = dGxg + dGop (8)

Woraus man folgende Zeitableitung erhélt:

(dG) (dG>
) =(52) +wx@
de IS de KS’

Diese Erkenntnisse iiber den Vektor G kénnen nun auf einen Ortsvektor r {ibertragen
werden. Somit erhélt man fiir die Geschwindigkeit:

r=7"4+wxr

Nochmaliges Differentieren ergibt die Beschleunigung;:

. . ,
dr _ (A A w X +wx (M +wxr)
dt ) dt s

F=7+2wX ) +wX (wxr’)
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dat?
0) kann man die Bewegungsgleichung eines freies Teilchens im rotierenden Bezugssystem
formulieren:

2
Mit der Beschleunigung und dem 1.Axiom (fiir freies Teilchen in IS: m# = <d T) -
18

mi’ = —2m(w X 1) —mw X (w X 7')

Die Tragheitskriifte auf der rechten Seite bezeichnet man als Corioliskraft und Zentrifu-
galkraft.

Beispiel:

Auf der Erdoberfliche mit der geometrischen Breite ¢ steht ein Turm der Hohe h. Der
Platz auf dem der Tum steht liegt in der ' — ¢y’ —Ebene, der Trum in der z’-Achse des
rotierenden Bezugssystem KS’ (w? -Terme sollen vernchlissigt werden).

Die Bewegungsgleichung lautet also mit der Gravitationskraft Fg.q, = —mg:

m# = —mg — 2m(w x )

da die Zentrifugalkraft o« w? wird der Term mw X (w X 7’) vernachléssigt.
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3 Lagrange Gleichungen 1. und 2. Art

3.1 Zwangsbedingungen

Bewegungen in der Mechanik sind oft Zwangsbedingungen unterworfen.

Ein Beispiel hierfiir ist ein Starres Pendel:

Abbildung 4: Starres Pendel

Fiir dieses Pendel gilt die Zwangsbedingung:

2?4+9y2—-12=0 (folgt aus dem Satz des Pythagoras)

Man bezeichnet ein System als holonom, wenn die Zwangsbedingungen in der Form
fe(ri,..,rn;t) =0 mit k=1, ..., p sind.

Fiir Zwangskriifte kann man folgende wichtige Aussagen zusammenfassen:
o Ist eine holonome Zwangsbedingung eine explizite Funktion der Zeit, so bezeichnet

0
man sie als holonom-rheonom und holonom-skleronom falls o fr=0

e Zwangsbedingungen erzwingen Zwangskriifte (Lagerkrifte, Auflagenkrifte, Faden-
spannung, usw.)

e Zwangsbedingungen fithren zu einer Reduktion in der Zahl der unabhéngigen Frei-
heitsgrade
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Allegmein gilt:
In einem System von N-Teilchen mit 3N Koordinaten {ry, ..., 7} existieren p Zwangs-
bedingungen. So ist die Zahl der unabhéngigen Freiheitsgrade: S = 3N —p

3.2 Verallgemeinerte Koordinaten

Fiir die Anzahl der unabhéngigen Freiheitsgrade muss man nun geeignete verallgemei-
nerte Koordinaten (bzw. generalisierte Koordinaten) wihlen:

{QIanv"'qu} (9)

Die Wahl der neuen Koordinaten ist so zu treffen, dass die verallgemeinerten Koordina-
ten g; die Lage aller Massenpunkte festlegen, also:

TN = "’N(fh,CIQa cey qS)

Ein Beispiel hierfiir ist das Fadenpendel, welches in der x-y-Ebene schwingt. Es gelten
folgende Zwangsbedingungen:

2?2 4 y? =2
z=0

Somit besitzt das System S = 3N — p = 3 — 2 = 1 unabhingigen Freiheitsgrad und
damit eine verallgemeinerte Koordinate.
Man fiithrt folgende neue Koordinaten ein:

z(p) =lcosp und y(p)=Isiny

Somit ist die verallgemeinerte Koordinate:

q=¢
Weiterhin kann man die allgemeine Geschwindigkeit definieren:
. dg; Y dg; . Og

i = 7 mit
e dt = ory, k ory,

=V(ry,..,TN) (10)

Mit Hilfe der allgemeinen Geschwindigkeit kann man die kinetische Energie (T = 3 Zivzl 77)
und potentielle Energie (U = U(rq, ...,7n)) in den neuen Koordinaten ausdriicken:

N
1 L . Ory Ory,
T= B Z-Ej a;j¢;q; (4,7 =1,..,8) mit a;; = 221 my 94, a—qy (11)

U= U(ql, ...qs) mit S=3N-p (12)
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3.3 Lagrange Gleichungen 2.Art

Die Lagrange Funktion ist wie folgt definiert:

Weiterhin kann man die Wirkung definieren

5= [ anta.qn = sig (14)

1

mit welcher man das Hamiltonsche Prinzip formulieren kann:

Zu zwei Zeiten t; und t5 > t; nehme ein mechanisches System die Konfiguration q(l) =
q(t1) und ¢'» = g(t5) ein.

Die Bewegung zwischen diesen zwei Punkten verlduft stets so, dass die Wirkung S
zwischen t; und ¢y einen stationédren Wert (Extremalwert) einnimmt.

Die Losung dieses Problems ist ein Problem der Variationsrechnung. Hierzu werden alle
moglichen Pfade, die zwischen ¢") und ¢(® existieren, betrachtet. Daraufhin wird der
Weg ¢(t) gewihlt, bei dem die Wirkung S extremal wird.

Um nun auf die Lagrage-Gleichung 2. Art zu kommen, minimiert man die Wirkung.
Hierzu werden folgende Annahmen getroffen:

e ¢(t) sei die gesuchte Funktion (bei der die Wirkung minimal ist)

e Die Anderung von q(t) ist: q(t) + q(t).
0q wird mit an(t) parametriesiert, also: dg = an(t)

e Es gelten die Randbedingungen: §q; = dg2 = 0, weil die Variation des Weges an
den Anfangs- und Endpunkten null ist.

e Man erhiilt fiir die verallgemeinerte Koordinate: ¢(t, ) = q(t,« = 0) + dn(t) =
S=5(a)

Um nun den stationédren Zustand zu finden, muss die Extremalbedingung angewendet
werden:

dS,
= 1
da |, 0 (15)
ds, 20 TOL Oq 0L 04
Do _ [T |90, 9L 1
da /t {8q 8a+ 04 aa] 0 (16)
Durch die Parametriesierung ist bekannt, dass % = 7n(t) und % = ﬂ Setzt man
Oa Oa dt

dies in (16) ein und integriert den hinteren Teil partiell erhélt man:
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2 TOL OL dn 2 TOL d oL
/tl dt[aqn(t)+ath] 2! /t dt{aqn(t)—n(t). —0 7

oL 1"
mit [aqn(t)] = 0 wegen 0q; = dg2 = 0, woraus 7(t1) = n(t2) = 0 folgt.
¢
Durch Ausklammern von n(t) erhélt man:

2 [oL d 8L}
dt| = — Sy = 0 18
|5 - 55| (19)
L L
Da n(t) laut Vorraussetzung nicht null ist, muss [gq (iaa} null werden damit S

minimal wird. Somit folgt die Lagrange-Gleicung 2. Art:

oL doL

P 1
0q dt 0¢ (19)

Besitzt ein System mehrere Freiheitsgrade, so erhilt man fiir jede verallgemeinerte Ko-
ordinate eine Lagrange-Gleichung.

Weiterhin wir definiert man an dieser Stelle den verallgemeinerten Impuls:

_37[/ = '—87[/
P= % P= 5

3.4 Lagrange Gleichungen 1.Art

Zwangs- und Nebenbedingungen kénnen auch systematisch durch Einfithrung von Lagrange-
Multiplikatoren behandelt werden.

Allgemein besitzt ein System von N Massenpunkten mit 3N-kartesischen Koordinaten
die Lagrange-Funktion:

(x,d,t) XZmZ U(xy,...,x3n,t)
Diese System unterliegt p Zwangsbedingungen mit der Gleichung;:

Ga(.’lﬁ,t) = Ga(.%‘l, ...,.’L‘3N7t) =0 mit (a =1, ...,p)

Man erhélt eine neue verdnderte Lagrange-Funktion:

P
L*(x,@,t) = L(z,d,t) + »_ AaGalz,t) =0 (21)
a=1
Das Prinzip der stationdren Wirkung fithrt aud die Lagrange-Gleichung 1. Art:
doL  dL <, 9G,
hall - N —2

(22)
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