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1 Mathematische Grundlagen

1.1 Differentitaion und Integration von Vektoren

Gegeben sei ein Vektorfeld:

A (u)
Alu)=| Ay(uw) | =A;(u) ex + Ay(u) ey + A, (u) e, (1)

Dann ist die Ableitung gegeben durch:

dA(u):<dA¢(u) dA, (u) dAz(u)>
du de 7 du 7 du

Sowie das Integral:

/du Alu) = (/ du Ay (u) | /du Ay(u) /du Az(u)> (3)

1.2 Differentation von Funktionen mit mehreren Veridnderlichen

Gegeben sei eine Funktion f(z;) (mit i = 1,2,3).
Dann definiert man die partielle Ableitung nach i wie folgt

Of ()
oz, (4)

Bei der partiellen Differentation werden alle Variabeln aufler x; festgehalten und nach
x; abgeleitet.

1.3 Bahnkurven

Die Dynamik eines Teilchens in Raum und Zeit wird durch eine Bahnkurve

beschrieben.
Geschwindigkeit und Beschleunigung sind wie folgt definiert:

vit) =g - W= T e (6)
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Plx(t), y(t). z(t))

\_/“/ r(t)

Abbildung 1: Bahnkurve in 3 Dimensionen

Damit man von dem Koordinatensystem unabhéngig wird, legt man eine Orthonormal-
basis aus drei Vektoren (T: Tangentenvektor, IN: Normalenvektor und B: Binominal-
vektor) in den Punkt P(x(¢),y(¢), z(t)), welcher die Position des Teilchens beschreibt.

Diese drei Vektoren konnen iiber die Bogenlédnge bestimmt werden, welche sich durch
Integration wie folgt ergibt:

t t t
s(t) :/ ds:/ |dr| :/ dt
to to to

Somit konnen nun die 3 Vektoren der Orthonormalebasis beschrieben werden:

dr
dt

(7)

dr
T=—
ds

dT
e kN = & wobei k der Kriimmungsradius der Kurve ist
s

e B=TxN

Da man in der theoretischen Mechanik viele Probleme auf ein Zentralkraftproblem
zuriickfithren kann, ist es in diesen Féllen sinnvoll in ein anderes Koordinatensystem
zu wechseln.

1.3.1 in Zylinderkoordinaten

Die kartesischen Koordinaten transformieren sich in Zylinderkoordinaten wie folgt:
o 2= peos(y)
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In diesen neuen Koordinaten definieren sich Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung
wie folgt:

e Tr=pep,t+ze,
sv=pe,tppe,+zie,

o a=(p—pp°) ep+ (0P +2pp) e+ % ex

Hierbei sind die Einheitsvektoren wie folgt definiert:

cos(yp) —sin(yp) 0
e, = | sin(p) , €p = cos(p) ,e,=10
0 0 1

1.3.2 in Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten transformieren sich die kartesischen Koordinaten folgendermaflen:

e x = rcos(y)sin(f)

e y = rsin(yp)sin(f)

e z=rcos(f)
Analog zu den Zylinderkoordinaten ergeben sich neue Darstellungen fiir Ort, Geschwin-
digkeit und Beschleunigung:

e r=re,

e v="re.+r0 eg+rsin(d)p e,

o a= (i —r0% —rsin®(0)¢?) e, + (rf + 270 — rsin(0) cos(0)¢?) ep + (rsin(0)p +
2sin(0)7¢ + 2r - cos(0)0¢) ey,

Wobei die Einheitsvektoren wie folgt definiert sind:

cos(¢p) sin(0) cos(ip) cos() —sin(yp)
e, = | sin(p)sin(0) , e, = | sin(p)cos() , €y = cos(y)
cos(6) —sin(6) 0
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1.4 Vektorielle Differentialoperatoren
1.4.1 Gradient

Gegeben sei ein Skalarfeld ®(z,y, 2).
Dessen Gradient ist folgendermaflen definiert:

L b(a,y.)

grad@(m,y,z) = V(I)(x,yvz) = aﬁé(mayaz) (8)

E(b(xvyv Z)

Der Gradient eines Skalarfeldes steht senkrecht auf den Aquipotentialflichen (®(z,y, 2) =
const.). Bestimmt man den Gradienten in einem beliebigen Punkt Py(zo,yo, 2z0) dann
zeigt dieser immer in Richtung des steilsten Aufstiegs bzw. Abstiegs.

1.4.2 Divergenz

ACE (1’? y7 Z)
Ay(z,y,2) | kann man dessen Diver-
Az (.’13, Y, Z)

Einem differenzierbaren Vektorfeld A(r) =

genz zuordnen, welche definiert ist durch:

0A, 0A, O0A,
divA(r) = VA(r) = o + ayJ + P (9)

Die Divergenz misst den lokalen Flufi des Vektorfeldes A(r) aus kleinen Volumina.

1.4.3 Rotation

Fiir ein Vektorfeld kann man des Weiteren die Rotation oder Wirbeldichte definieren:

94— 2y,

rotA(x,y,z) =V x A(x,y,z) - 87141 - aiAz (10)
T, 0,
oxr Y oy "

Die Rotation misst die lokale Drehrate bzw. Wirbeldichte des Vektorfeldes .
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1.5 Linienintegrale

Das Wegintgral einer Kraft F'(r) zwischen zwei Punkten P; und P; ist die Arbeit bzw.
Energie, die bei der Bewegung zwischen diesen zwei Punkten aufgewendet bzw. frei wird.
Das Integral berechnet sich folgendermafien:

Py Py t2
A= dr F(r) = / (de Fy+dy Fy+dz F,) = / dt - F(r) (11)
P1 Pl tl

mit der Leistung N =7« F(r).

1.6 Integralsitze
1.6.1 Gauf3’scher Integralsatz

Der Gauf’sche Integralsatz besagt, dass der Fluss eines differenzierbaren Vektorfeldes
A(r) durch eine geschlossene Fliche gleich dem Volumenintegral iiber dessen Quelldiche

divA(r) ist:
ﬁ Ar-A() = / / / 4V divA(r) (12)

1.6.2 Stokes’scher Integralsatz

Der Stoke’sche Integralsatz besagt, dass die Summe der Wirbel iiber eine Fldche die
Zirkulation eines Vektorfeldes lings einer orientierten geschlossen Kurve C ergibt:

-7{C’:8F dr-A(r) = // dF rotA(r) (13)
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2 Newton’sche Axiome
In der Mechanik werden als Grundgesetze die Newtonschen Axiome erfiillt.

e 1.Axiom: Es gibt Bezugssysteme (Intertialsysteme) in denen sich ein Massen-
punkt im kréiftefreien Raum mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.
7 = v = const

2.Axiom: Die Anderung des Impulses ist der Einwirkung einer Kraft proportional
und geschieht in Richtung der Kraft.

d
F:m—v:ma

dt
e 3.Axiom: Fiir Krifte, die zwei Massenpunkte aufeinander ausiiben gilt:
Fio = —Fy “actio gleich reactio”

1.Zusatz: Die Krifte die zwei Massenpunkte aufeinander ausiiben, wirken in Rich-
tung der Verbindungslinie.
(’l“l — 7"2) X F12 =0

e 2.Zusatz: Wirken mehrere Krifte auf einen Massenpunkt, so summieren sich die
Krifte zu einer Gesamtkraft.
F=3% . F
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3 Eindimensionale Bewegung

In der Mechanik werden wir uns auf Krifte beschrianken, die nur von Ort und Geschwin-
digkeit eines Teilchens abhéngen, also:

F = F(r(t),7(t),t)
Die Standardprobleme der Mechanik sind:

o Kriftefreie Bewegung: mi = 0

e Bewegung im Graviationsfeld:m# = —gm
e Bewegung im Schwerefeld mit Reibung: m# = —kx — vz
e Freie geddmpfte Schwingung:mi = —kz — 2mA&

e Erzwungene Schwingung: mi = —kx — 2mAi + F(t)
Die allgemeine Bewegungsgleichung einer Kraft die nur vom Ort abhéngt lautet:
mi = F(x)

Multipliziert man nun beide Seiten mit #(¢) und fiihrt ein Potential U(x(t)) ein, fiir das

gilt F(x(t)) = _%J;(t)) so erhélt man:
mi@ﬁ@):%ﬂ@@f&%:i@ﬂwxanzz_dgodUgiw):_@zf)

Somit folgt, dass

%m:b(t)2 +U(z(t)) = const. = E (Energie)

Die Integrationskonstante beschriebt die Summe aus kinetischer Energie und potentieller
Energie, also die Gesamtenergie. Mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes kann man die
Losung graphisch diskutieren:

Der Abstand zwischen U(z) und der Horizontalen (der Gesamtenergie) beschreibt die

kinetische Energie %5 . Die Punkte x; und w2 werden als Umkehrpunkte bezeichnet, an

diesen Stellen gilt #1 2 = 0. Fiir z > 3 findet eine offene Bewegung statt.

Die vorher erhaltene Differentialgleichung kann nun leicht gelést werden und man erhélt:

e L’
tmLoJﬂE—ww} (14)

Durch 16sen dieses Integrals erhiilt man ¢(x), durch invertieren von t(x) erhélt man das
gesuchte z(t).
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Uix)

Abbildung 2: Potentialkurve

Verlauft die Bewegung zwischen zwei Umkehrpunkten z; und zo, so definiert sich die
Schwingung mit der Periode T wie folgt:

(15)

B To dz’
T_2/ml T o
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4 Erhaltungssitze

4.1 Impulserhaltung

Wirkt auf ein Teilchen keine Kraft, so gilt:
F=0
Hieraus folgt, dass

d
dit) = 0 und damit p = const

4.2 Drehimpulserhaltung

Der Drehimpuls ist wie folgt definiert:

L=rxp (16)

Das auf ein Teilchenwirkende Drehmoment ist:

M=rxF (17)
Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist gleich dem Drehmoment, also:

dL
=M 1
5 (18)

Hieraus ergibt sich die Drehimpulserhaltung. Verschwindet das Drehmoment, so ist der
Drehimpuls erhalten.

somit folgt, dass

% = 0 und damit L = const

4.3 Energieerhaltung

Bevor man die Energieerhaltung diskutieren kann muss erst der Begriff der Arbeit und
der der konservativen Krifte néher erlautert werden.
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4.3.1 Arbeit
Die Arbeit die langs eines endlichen Weges C geleistet wird ist
r2
W = dr - F (19)
T‘l,C
Die Arbeit entspricht der Energie, die vom Kraftfeld F(r) auf das Teilchen iibertragen

wird.

4.3.2 Konservative Krifte

Krifte, die durch ein Potential U(r) in der Form F(r) = —VU(r) darstellbar sind,
heilen konservativ.
Hierbei sind folgende Aussagen dquvivalent;:

e F(r) konservativ
o F(r)=-VU(r)
e VX F(r)y=0

e Die zwischen zwei Punkten P, und P; verrichtete Arbeit ist unabhéngig vom Weg

4.3.3 Energieerhaltungssatz

In einem konservativen Kraftfeld ist die Summe aus kinetischer Energie T' = %132 und
potentieller Energie U(r) erhalten.

E =T+ U = const

Gilt die Energierhaltung nicht, d.h. dass mechanische Energie in andere Energieformen
umgewandelt wird, dann spricht man von Dissipativen Kréften. Ein Beispiel hierfiir
wiren Reibungskrifte (Umwandlung in Wérmeenergie).
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