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1 Struktur der Atome

Wie sind Atome aufgebaut? Ein Ergebnis von Rutherfords Streuexperimen-
ten war, dass die Ladungstriger in Atomen nicht, wie in Thomsons Atommo-
dell einem Rosinenbrétchen verteilt sind, sondern ein positiv geladener Kern
existieren muss. Aus diesem Grund modifizierte Rutherford dieses Atommo-
dell und fiigte einen positiv geladenen Kern ein. Die Elektronen seien trotz-
dem in einer diffusen Hiille um den Kern verteilt. Damit waren aber nicht
das Erscheinen von Absorptionslinien in den Spektren erkldart. Wie sollten
definierte Frequenzen absorbiert werden, wenn die Elektronen diffus verteilt
werden.

Vor 100 Jahren (1913) wurde von Bohr ein neues Atommodell vorgeschla-
gen. Die Hypothese Bohrs war, dass die Elektronen um den Kern wie die
Planten um die Sonne kreisen. Damit lies sich die Existenz der Absorption-
bzw. Emissionsspektren von Wasserstoff erkldren. Bestimmte Frequenzen
wiirden so absorbiert werden.

Im sichtbaren Bereich des Wasserstoffspektrums liegt die Balmer-Serie.
Diese wurde empirisch entdeckt und ein mathematischer Zusammenhang
beschreibt die verschiedenen Wellenléngen, wobei bei der Balmer-Serie m =

2 gilt.
1 1
Un—sm = Ry - co < - ) (1)

m2  n?
Ry Rydberg-Konstante, ¢y Lichtgeschwindigkeit, m und n Orbitale
Tonisationsenergie des Wasserstoffatoms
Bohrsches Atommodell ist das erste Atommodell, das eine Quantisierung
einschloss. Die Annahme von der Bewegung der Elektronen liegt darin, dass
sich die Elektronen mit einer bestimmten Geschwindigkeit v in einem Radius
r um den Kern bewegen. Mit einem einfachen Kraftansatz, bei dem die
Elektronen von der elektrostatischen Anziehung (Coulomb-Potential) auf
der Kreisbahn gehalten wird:
uv? 1 Ze?

(2)

r dmeg 12
wobei hier die reduzierte Masse p = ;<2 beriicksichtigt wird. Aus einem
€

Schwerpunktsystem von Elektron- und Kernmasse m. bzw. mg. Somit ist
der Radius des Orbitals
Ze?

r=——
dmegur?

(3)
Die Bedingung fiir die Frequenz bildet eine Quantisierung, die eine stehende
Welle annimmt. Somit gilt

21r = nAp (4)



Und daraus ergibt sich mit der de-Broglie Wellenldnge \p = % = % der
Radius ) oo )
r= Ze” (2mpur) = nz—h 0 ge? = 220 (5)
Adregp  n2h? T Z

Der Bohrsche Atomradius ag wird nun als derjenige Radius bezeichnet,
der den kleinsten Abstand (n=1) im Wasserstoffatom (Z=1) beschreibt.
Dieser Radius wird héufig als Konstante bei Rechnungen eingefiihrt und um
grobe Abschéitzungen durchzufiihren.

60h2

e

ap = =5.2911-10""m ~ 0.5A (6)

Geht man damit zuriick zu der Energiebetrachtung, erhélt man die Ioni-
sationsenergie, die auch fiir Einelektronensysteme mit hoheren Massenzahlen
gilt

22
En=—-Ry 5 (7)

wobei hier R}; die Rydberg-Konstante die reduzierte Masse beriicksichtigt
ist. Ein wichtiger Zahlenwert ist die Ionisierungsenergie des Wasserstoffa-
toms mit 13.59 eV.

Das Bohrsche Atommodel ist semiklassisch und liefert Ergebnisse, die
in der richtigen Gréflenordnung und auf die vierte Nachkommastelle genau
sind.

2 Das Einelektronensystem

Die exakte Beschreibung des Einelektronensystems benétigt einen quanten-
mechanischen Ansatz. Das Wasserstoffatom sowie wasserstoffahnliche Sys-
teme konnen exakt in dieser Theorie gelost werden.

2.1 Die Schrodinger-Gleichung fiir das Einelektronensystem

Der allgemeine Ansatz ist die Schrédingergleichung, in der die Bewegungs-
energie des Kerns und des Elektrons sowie das Potential, erzeugt durch die
unterschiedliche Ladungen der beiden, einflieflen.

h h? Ze?

——— AV — —A Y

-V = EV(rk, e 8
2mg 2me ¢ deo|rg — Tl (&, 7e) ®)

Diese Schrodingergleichung hat sechs unabhéingige Ortskoordinaten und wird
in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten iiberfithrt. Dabei entstehen keine
Mischterme. Die Schwerpunktskoordinaten bleiben nur bei dem kinetischen
Energieterm und beschreibt eine Translationsbewegung. So wird es moglich,



die Schrodingergleichung auf die Relativbewegung von Kern und Elektron
zu reduzieren und somit das Problem auf drei Ortsvariablen zu beschrianken:

ﬁ2
—@A\II + Epoy(r)¥ = EV (9)

wobei die ptentielle Energie (das Coulomb-Potential) nur vom Abstand r =
|7 des Kerns vom Elektron abhéingt.

[ h 18(28> et 1 g - B (0

2u r2or " or  Ameor | 2ur?

Hier wurde der Laplace-Operator bereits in Kugelkoordinaten ausgedriickt
und der Drehimpuls eingefiihrt. Die exakte Losung der Gleichung ist nicht
trivial. Der Ansatz jedoch, ist die klassische Vorgehensweise bei einer Dif-
ferentialgleichung wie dieser. Der Separationsansatz bietet die Moglichkeit,
die komplizierte Gleichung in zwei kompaktere Gleichungen aufzuteilen. Es
wird eine Gesamtwellengleichung der folgenden Form gewéhlt:

¥(r,0,9) = Bua(r) - ¥7"(0,0) = "Dy (0,0) (1)

ein Produkt aus einer Radialwellenfunktion und den Kugelflichenfunktionen.
Im folgenden Kapitel wird die Losung der Radialwellengleichung betrach-
tet.

2.2 Losung der Radialwellengleichung

Setzt man Gleichung 11 in die Schrédingergleichung ein, erhélt man nach
einigem Umstellen
0wy, (r 2 Ze? (I+1
ERE RS
or h degr 2ur

] Un(r) =0 (12)

Um eine Losung angeben zu kénnen, muss diese Gleichung umgeformt wer-

den. Dafiir wird p = nLaO mit eingefiihrt.
O%*un(p) 2n (1 +1)
Y O 2(p) =0 13
i e (13)

Die Losung dieser Gleichung ist eine Potentialreihe, die sogenannten zuge-
ordneten Lagrange Polynome.

L2 (r) (14)

Physikalisch sinnvolle Losungen ergeben sich nur fiir positive ganzzahlige n.
Daraus folgen die Bedingungen fiir die folgenden Quantenzahlen

e n = 1,2,... die Hauptquantenzahl



e 0 <! <n—1 die Drehimpulsquantenzahl

e —| < m < die magnetische Quantenzahl

Die Bedingung fiir die magnetische Quantenzahl resultiert aus den Eigen-
schaften der Kugelflachenfuntionen. (siehe: gestrige Vorlesung)
Die Energieeigenwerte entsprechen den Bohrschen Energiewerten.

meet A

L Mmee 2 15
(4ep)? 2h2 n? (15)

n =

2.3 Entartung

FEin entartetes System ist dadurch charakterisiert, das zu einem Energieei-
genwert mehr als eine Eigenfunktion existiert.

n—1
> @+1) =n? (16)
>0

Fiir eine Wasserstoffatom im Vakuum existieren n?

tionen fiir einen Energieeigenwert E,,.

verschiedene Eigenfunk-

2.4 Die Gesamtwellenfunktion

Die Gesamtwellenfunktion , also
\I,(T7 07 ¢) = Rn,l(r) ' Yim(97 ¢) (17)

ist bestimmt durch die Qantenzahlen n, [, m. Also hingt auch die Aufen-
haltswahrscheinlichkeit von diesen Quantenzahlen ab und der Atomzustand
ist eindeutig durch die Angabe von n, [, m bestimmt.

Am Beispiel des 1s Zustands (n = 1, I =0) wird nun der Unterschied der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit und der Erwartungswerts (also der eigentli-
chen Messgrofie) gezeigt.

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einem bestimmten Abstand zwi-
schen r und r 4 dr vom Kern zu finden, betréagt

T 2w
W(r)dr = / / |0 1. (r, 0, @) |* 72 sin 9dddip = TQRiJ(T)dT (18)
0o Jo
Wis(r) = ao
Der Erwartungswert (r) des 1s Zustands wird nun bestimmt:

00 o 3
(r) :/0 dT'T|‘Pn,l,m(r,19,80)2:/o %47TT2€_2T/aOd7": g0  (19)

Dabei sind die Kugelflichenfunktionen Y}, (¥, ¢) so normiert, dass das Inte-
gral iiber den gesamten Raum immer 1 ergibt. Die eigentlich dem Bohrradius

entsprechende quantenmechanische Messgrofie, der Erwartungswert von 7,
stimmt nicht mit dem Bohrschen Radius iiberein.
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Abbildung 1: Radiale Wellenfunktion des Elektrons im Einelektronensystem
(aus Vorlesung, 16.05.13)

2.5 Der Normale Zeeman-Effekt

In den vorhergehenden Kapiteln wurde das Atom im Vakuum ohne elek-
tromagnetische Felder betrachtet- jetzt wird ein externes Magnetfeld ein-
gefithrt. Die Beobachtung im Experiment zeigt eine Aufspaltung der bishe-
rigen Linien in (2] +1) Niveaus. Die Entartung in ! wird aufgehoben und
fiir jedes my existiert ein Energieeigenwert.

Ein Ansatz, diese Phinomen zu verstehen, ist die klassische Elektrody-
namik, die bewegten Ladungen ein Dipolmoment zuordnet. Dieses Dipol-
moment erzeugt ein zusétzliche Potential AFE,,; = ppmB,. Das Magnetfeld
zeigt 0.B.d.A in die z-Richtung, und pu, = 2?7}11 bezeichnet das Bohrsche
Magneton.

Die quantenmechanische Beschreibung ordnet der Drehimpulsquanten-
zahl ein magnetisches Moment zu. Die Erwartungswerte sind:

> = g ppl (L + 19 (20)

fiz) = guupmy (21)

Mit dem Lande-Faktor g;. Es soll kurz erwdhnt werden, dass hier Auswahl-
regeln fiir die Ubergénge existieren,

Ey+ AFE Am = -1
E7 = Ey Am = -1 (22)
EO — AF Am = +1



also in Emissionsexperimenten Photonen mit drei verschiedenen Energien
beobachtet werden.

2.6 Vergleich der Schrodinger-Theorie mit Experimenten

Ist die Schrodinger-Theorie exakt? Die Beschreibung des Wasserstoffatoms
mit Hilfe des Bohrschen Atommodells (und im Umkehrschluss auch die der
quantenmechanischen Beschreibung) sagt bis auf die 4. Gréenordnung ge-
nau die Messergebnisse voraus. Die Wellenzahlen h&ngen neben n auch von
von [ ab. Es existiert eine Feinstruktur und auch der Grundzustand zeigt
eine Struktur.

All diese Phinomene werden in den folgenden Kapiteln geklért.

2.7 Relativistische Korrekturen

Zunichst werden relativistische Korrekturen betrachtet. Der relativistische
Energieansatz wird verwendet, um eine hohere Genauigkeit zu erreichen.

2
E = \/p?c® + mic* — moc® + Epot = mOCQM — moc® + Epor (23)
0

Die Wurzel wird entwickelt, und so gilt

4

2
p p
E= <2m0 + EP0t> - 8m802 + ... = Enichtrel — A-Erel (24)

Die Reihenentwicklung kann wegen Ey;, << moc? abgebrochen werden.
]54

Al =~ 85

ist dann die relativistische Korrektur des Hamilton-Operators.

2.7.1 Relativistische Kinetische Energie

Der Erwartungswert ist

. n .
AFE,q = (AH, ) = v / U VA mdV (25)
0

2.7.2 Spin-Bahn-Kopplung

Neben der relativistischen Korrektur, welche die Entartung von Zusténden
gleichen n aber unterschiedlichen [ aufhob, gibt es eine weitere Korrektur,
die auf den Spin des Elektrons zuriickzufiihren ist.Im semiklassischen Mo-
dell betrachtet man das Ruhesystem des Elektrons so erzeugt der um das



Elektron kreisende Kern ein Magnetfeld, welches nach Biot-Savart berechnet
werden kann:

5 _ MoZe

poZe =
= L
L

(T (=7) =

~ dar3me,

(26)

Dabei wurde verwendet, dass der Drehimpuls L = meF x v ist. In diesem
Magnetfeld erfihrt nun der Spin eine Zusatzenergie

AErs = —ps- B = 937/;3 <§ éz) (27)

Setzt man nun él ein ergibt sich damit fiir die Korrektur des Hamiltonope-
rators

Ay = guin 02 (3.1 ~ HoZe? (5-1) (28)

Amtr3meh 4mr3m?2

und fiir den Energieeigenwert der Korrektur

A Ze? . .
AE&S::<A£h5>zl£:3nﬁ<S-L> (29)

Aufgrund des zusétzlichen Kopplungsterms (I: .S ) im Hamiltonoperator
kommutiert dieser nicht mehr mit dem Bahndrehimpulsoperator L.:

L] ~ Lo (B2 8)] = [Lay (Lo So 4 By Sy + Lo 8)] (30)

—in|(Ly-Su+ Ly 8)] #0

Damit sind m und ms keine guten Quantenzahlen und L, und S, keine
Figenfunktionen des Hamiltonoperators mehr. Nachdem der Spin an den
Bahndrehimpuls koppelt, kann man beide zu einem Gesamtdrehimpuls J
zusammenfassen:

J=L+S (31)
Dabei gelten fiir J wie fiir alle Drehimpulse die bekannten Beziehungen:

-

[l =i+ 1A (32)

mit den neuen Quantenzahlen —j < m; < j. Damit sind jetzt nicht mehr
n,l, m, m, sondern n, j, m;,l, s die neuen guten Quantenzahlen, die zur Cha-
rakterisierung der Energiezustéinden des Elektrons im Wasserstoffatom bei
Spin-Bahn-Kopplung verwendet werden.



& S p d

E 0.108 e’ 0.036 cmr’!

| z
| AEpe=-0.210% eV 3Py, ———— :mﬁ. EF'?
351 AR

SPJH?/ 1 .
g

7 \“\:\‘“ //’ ~ ,/;/’/x’/
- P
- E - .
. e
AE;=-0.5610" eV  2P3s T AE.=-1.13.10% eV
v 0.365 e
254 — 2Py ¢
=
n=1

AE;.=-1.8-10% eV

1 1'—44
S

Abbildung 2: Termschema des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtung der
relativistischen Korrektur und der Spin-Bahn-Kopplung (aus Gross, Expe-
rimentalphysik 4, S. 146)

2.7.3 Darwin-Term
Z%a® (3 l
AE,g=E,|— | —— ——+ 3 4
rel n|: n (4n l+1/2>+0(a):| (3)
Es ergibt sich insgesamt der Ausdruck fiir alle drei relativistische Kor-
rekturen

(AEps)n; = En [Z 10‘2 (i - jil> + O(a?’)} (35)

2.8 Die Feinstruktur des Wasserstoffatoms

Die Kombination aller relativistischen Effekte erklart sie beobachtete Fein-
struktur.

T

2.9 Der Anomale Zeeman-Effekt

Im Gegensatz zum normalen Zeeman-Effekt, der die Wechselwirkung des
magnetischen Moments, induziert durch ein dufleres magnetisches Feld be-
schreibt, beriicksichtigt der anomale Zeeman-Effekt die Wechselwirkungen,
die durch den Elektron-Spin entstehen.

So ist das magnetische Moment

" I 7 KB =
fij == T+ gs-8) = =50 (G +9) (37)
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Abbildung 3: Ubergang Zeemann — Paschen-Back-Effekt (aus Schwabl

und die Projektion auf die z-Achse ist

(i) = —9;vVi( +Dup (38)
mit dem Lande-Faktor

GG+ +s(s+1)=1(1+1))

gi =1+ —
! 2j(j+1)

(39)

Fiithrt man wiederum ein externes Magnetfeld B ein, prizediert ; nun
um B und nimmt die Projektion des Gesamtspins quantisierte Werte an:
Jj= = mjh; wobei —j < m; < j. Diese Bewegung erzeugt eine zusétzliche
Energie

Ep; = —(1j)z - B = mjgjup (40)

Die Aufspaltung ist also direkt proportional zum anglelegten Magnetfeld.

2.10 Der Paschen-Back-Effekt

Der Paschen-Back-Effekt beschreibt die Aufspaltung der Energieniveaus in
starken Magnetfeldern. Es sind [und § Entkoppelt und prézedieren beide
im externen Magnetfeld. So ist hier auch der Gesamtdrehimpuls nicht mehr
definiert.

2.11 Die Hyperfeinstruktur

Atomkerne besitzen einen Drehimpuls, der Kernspin I genannt wird. Genau-
so wie fiir den Bahndrehimpuls und Spin gilt fiir den Kernspin die gleichen

10



Abbildung 4: Kopplung des magnetischen Moments des Kerns mit dem Ma-
gnetfeld der Hiille (aus Gross, Experimentalphysik 4)

Quantenregeln
[I| = \/i(i + 1)h (41)
I, = mh (42)
mit den neuen Quantenzahlen —i < m; < i. Im Wasserstoffatom gilt (nur

ein Proton!) i = 1/2 und damit |I| = \/3/4k und m; = £1/2. Nachdem der
Kern auch geladen ist, erzeugt er ein magnetisches Moment

-

. I
Hi = gibc (43)
Wi,z = Giltk M (44)
wobei g; der Kern-g-Faktor und px das Kernmangneton, analog zum bohr-
schen Magneton ist. In diesem Fall (nur ein Proton!) gilt pux = erf’P =

LB s & (1B 1g55 Sowie gp = 5.585694722(126).

Durch das am Ort des Kerns vom Elektron mit dem Gesamtdrehimpuls
J=L+§ erzeugte Magnetfeld besitzt das Kernmoment p; eine Zusatzener-
gie, die sogenannte Hyperfeinstruktur

AEprs = —fi; - éj = —|ﬂi|\§j| cos(£(J, 1)) (45)

Dabei kann der cos durch die Definition eines neuen Gesamtdrehimpulses
F = J+1, fiir den wieder die gleichen Regeln wie fiir den Gesamtdrehimpuls

=

J (siehe oben) gelten, beschrieben werden als

cos(<(J Iy = L U DJUED_Hiel)

S 2 VG DV + D)

Wieder analog ergibt sich nun die Hyperfeinenergie des Wasserstoffatoms zu

A L iy
Eitps = Butg + ABus = Bty + S (£ +1) = jG +1) =i+ 1)] (47)

11



gipk Bj
J(G+1)
Fiir das Wasserstoffatom mit ¢ = 1/2 und damit j = 1/2 kann f = 0
oder f =1 sein. Das fithrt zu einer Aufspaltung von

mit der Hyperfeinstrukturkonstante A ;; =

A
Eups(f=1)=FEy 912+ % (48)
3\
Enps(f=0)=Eig1/2 — % (49)

2.12 Vollstindige Beschreibung des Wasserstoffatoms
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Abbildung 5: Vollstédndige Beschreibung des Wasserstoffatoms
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