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1. Metrische Riume [10 Punkte]
Sei M ein metrischer Raum. Eine Funktion f : M — R, heiit lokal beschrdnkt, wenn es zu jedem
x € M eine e-Umgebung von x gibt, auf der f beschréankt ist.

(a) Sei M kompakt. Zeigen Sie: Ist f : M — R lokal beschrinkt, dann ist f beschrinkt.
HINWEIS: Zeigen Sie, dass f nicht lokal beschréankt ist, wenn f unbeschrankt ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine lokal beschrénkte Funktion an, die nicht beschrénkt ist.

LOSUNG:

(a) Wir zeigen: Aus f nicht beschrinkt folgt f nicht lokal beschrinkt.

Sei f unbeschréankt. Dann gibt es eine Folge (z,,) C M, so dass |f(x,)| — oo. [1]
Fiir n € N wihle man z.B. ein x, € M, s.d. | f(z,)| > n. [1]
Da M kompakt ist, gibt es eine in M konvergente Teilfolge (zp, ). [2]
Sei z := lim z,, € M. 1]
k—o0

Sei € > 0. Behauptung: f|p. (z) 1st unbeschrénkt.

Wegen x,, — x gibt es ein K € N, so dass fiir alle k£ > K gilt, dass d(zy,,z) < €. (1]
Wegen |f(zn, )| — oo folgt, dass f|p, () unbeschrénkt ist. [1]
Also ist f nicht lokal beschriankt. [1]

(b) Rz +—zeR. [2]




2. Differenzierbarkeit [10 Punkte]
Sei f : R? — R definiert durch

flz,y) =

S figy 20,
x fir y = 0.

(a) Wie lauten die partiellen Ableitungen auf der z-Achse?

0 (2,0) = 1 1] 0,1 (2.0) = 3a? 2]

(b) Zeigen Sie, dass 9, f : R> — R eine stetige Funktion ist.

Fiir y # 0 ist 0, f(z,y) = e™¥. 1]
Wegen (a), 0, f(x,0) =1 [1]
folgt, dass 0, f(z,y) = e fiir alle (z,y) € R2. 1]
Als Kombination stetiger Funktionen ist 0, f also stetig (1]

Sie diirfen im folgenden (ohne Beweis) benutzen, dass auch 0, f : R? — R eine stetige Funktion ist.

(c) Ist f differenzierbar? [1]
Xl Ja U Nein

(d) Wie lautet die Richtungsableitung in Richtung v = (v1,v2) € R? im Punkt (1,0)?

0uf(1,0) = grad f(1,0)- (;1) = (1) - (}3) = v + 02 2]
LOsuNG
eZh—l
. h)—f (2,0 . 3 _ e —1—x I'H
(a) 0:f(@,0) = o = L 0,f(@,0) = lim LMD — iy — = lim 5=t =
li zeth—g UH 42
P TR T 2
(b) s.o

(c) f ist stetig partiell differenzierbar, also auch (total) differenzierbar.

(d) s.o., da f differenzierbar.




3. Taylorentwicklung [10 Punkte]
Die Funktion f : R? — R sei dreimal stetig differenzierbar und der Punkt (x*,y*) = (1,1) sei ein
stationdrer Punkt von f mit f(x*,y*) = 2. Weiter sei

Rf(a*,y*) =0, 80, f(2*,y") =1, O)f(a",y") = 3.
(a) Der Punkt (z*,y*) ist ein [2]
O lokales Minimum O lokales Maximum Xl Sattelpunkt

von f.

(b) Wie lautet explizit die Taylorentwicklung von f im Entwicklungspunkt (x*,y*) bis zur zweiten
Ordnung? [4]

fly) =2+ (x—-1)(y—1)+ g(y— 1)? (= g —w—4y+wy+%y2 ) +Ro((2,9), (%, y%))

(c¢) Sei nun g(u,v) = f(1+4 uv,1+ u—v). Wie lautet die Hessematrix von g im Ursprung? [4]

LOSUNG:

(a) Die Determinante der Hessematrix det Hy(1,1) = ((1) é) = 1 ist negativ. Die Hessematrix ist

indefinit, also liegt ein Sattelpunkt vor.
(b) Formel fiir die Taylorentwicklung

(¢) Durch Einsetzen der Taylorentwicklung von f erhilt man
g(u,v) = f(l+uv,1+u—v) =2+ (w)(u—v) +3(u—v)? + Ro((1 + wv, 1 + u — v), (1, 1))
—_——
3. Ordnung
=2+ %uQ — 3uv + %vz + Terme 3. Ordnung.




4. Implizite Funktionen [12 Punkte]

Gegeben ist die Funktion f: R? = R, f(z,y) =z +y — 3 + e¥~%. Die Gleichung f(z,y) = 0 soll nach

y aufgelost werden.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes x € R die Funktion y — f(z,y) genau eine Nullstelle besitzt, die mit

g(z) bezeichnet werden soll. HINWEIS: Monotonie.

[4]

(b) Zeigen Sie, dass § : R — R stetig differenzierbar ist. HINWEIS: Satz iiber implizite Funktionen.

[3]
(c) Bestimmen Sie dasjenige xo, fiir das g'(zg) = 0 gilt.
LOSUNG:
(a) Fiir festes x ist y — f(x,y) stetig und streng monoton steigend,

da 0y f(z,y) =1+e%>0.
Wegen lim f(x,y) = +oo
y—Fo0

und dem Zwischenwertsatz gibt es zu jedem z also genau ein y =: g(x) mit f(z,g(x)) = 0.

(b) Sei zy € R, yo = y(xg), d.h., f(xo,y0) = 0. Da f stetig differenzierbar ist
und wegen 0, f(zo,y0) = 1 + €¥0~% > 0 ist die Gleichung lokal nach y auflésbar,

[5]

[1]
[1]

[1]
[1]

[1]
[1]

d.h., es gibt eine, in einer Umgebung von z( definierte, stetig differenzierbare Funktion ¢(z), fiir
die f(z,9(x)) = 0 gilt. Wegen der in (a) gezeigten Eindeutigkeit muss g(x) = g(z) gelten, d.h., g
ist in einer Umgebung von z( stetig differenzierbar. Da xy € R beliebig war, ist ¢ iiberall stetig

differenzierbar.
(c) Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gilt somit
(x)) 1—e¥ "

Ouf (2 _

~/ _ ag _
gz) = 0,f(x,5(z))  1teve

7'(x) = 0 ist also gleichbedeutend mit e9(*)—% = 1,

bzw., y(z) = x.

Eingesetzt in f(z,y) = 0 ergibt das 0 = f(z,x) =22 — 3+ 1, bzw., x = 1.
Somit ist zgp = 1 der einzige stationidre Punkt von § mit g(1) = 1.

[1]
[1]

[1]
[1]
[1]
[1]




5. Extrema mit Nebenbedingungen [14 Punkte]
Bestimmen Sie die globalen Extrema der Funktion f(z,y) = (z — 3)2 + (y — 4)? auf der Menge
K = {(z,y) € R?|2? + y? < 25} wie folgt:

(a) Wie lauten der Gradient und die Hessematrix von f7

~ (2(x—-3) (20
wed e = (5070)  m | men= (3 ) 1)
(b) Besitzt f einen stationdren Punkt im Inneren von K7 [2]
O Ja Xl Nein

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren die Kandidaten fiir Extrem-

werte von f auf dem Rand 0K. [7]

(d) In welchen Punkten liegen die globalen Maxima und Minima von f|x? [3]
LOSUNG:
(a) s.o.

(b) Aus grad f(x,y) = 0 folgt x = 3 und y = 4. wegen ||(3,4)|| = 5 liegt der einzige stationidre Punkt
von F' nicht in K°.

(c) Der Rand von K wird beschrieben durch die Nullstellen von g(z,y) = x2 4 y* — 25. [1]
Wegen grad g(x,y) = (2x,2y) ist g nur im Ursprung nicht regulir, auf 0K dagegen schon. [1]
Extremwerte auf dem Rand erfiillen also die Gleichung

grad f(z,y) = Agrad g(z,y),

bzw., [2]
2(x —3)=2\x
2(y —4) =2y,
also (1 — M)z =3, (1 — A\)y = 4. Offenbar muss A # 0 gelten. Somit z = 25, y = 5. [1]
Eingesetzt in g(x,y) = 0 ergibt das
9 16
—-25=0
PR TEPY: |
dh., (1-X)2=1,bzw. A =0,2. [1]
Kandidaten fiir Extrema auf dem Rand sind also x =3,y =4 und 2z = -3,y = —4. 1]

(d) K ist kompakt und f stetig, also nimmt die Funktion f auf K’ Maximum und Minimum an. [1]
Die einzigen Kandidaten sind (3,4) und (—3,—4). Wegen f(3,4) = 0 und f(—3,—4) = 100 ist
(3,4) das absolute Minimum [1]
und (—3, —4) das absolute Maximum. (1]




6. Variationsrechnung [10 Punkte]
2
Gegeben ist das Funktional F(z) = [ (z(t)? + #(t)?)dt fiir z € C*([0,2]) mit den Randbedingungen
0

z(0) =1, z(2) = 1.
(a) Wie lautet die Lagrange-Funktion zu diesem Problem? (2]

L(t,z,v) = 2 + v?

(b) Geben Sie ein erstes Integral E(¢,x,v) fiir die Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals F' an.

[2]

B(t,z,v) = v* — 2?

(c) Wie lautet explizit die Euler-Lagrange-Gleichung fiir F'? [3]

t

)

d) Finden Sie mit Hilfe der allgemeinen Losung der Euler-Lagrange-Gleichun , L t)=c et + coe

c1,c2 € R, den stationdren Punkt z*(¢) von F.

cosh(t — 1) 1, e

*(t) = -
(1) cosh(1) 1+e2¢ + 1+e2¢

LOSUNG:
2
(a) F(z) = [ L(t,z(t),#(t))dt mit der Lagrangefunktion L(t,z,v) = 2% + v
0
(b) Da die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit abhingt ist E(t,z,v) = v0,L(t,x,v) —
2 2 2 eine Konstante der Bewegung.

Lt,z,v) =202 — 22 — 12 =% — 2

(¢) £0,L — 0,L = 0 ergibt & = z.
Die Randbedingungen fiir z(t) = cie! + cae™! ergeben 1 = 2(0) = ¢1 + o, 1 = 2(2) = c1e? +
1 e?

(@) re
o 9 _9 _1—e"2 __e“—1) 1 _ _
et =cie + (1l —cr)e % alsoc1 = 755 = 7 = a1 2=l - a9 = o

. et e2+t  et—ligt+l  cosh(t—1)

Alsoist z(t) = 3 + &7 = Soreor— = cosh(1)




