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1 Lokale Umkehrbarkeit und implizite Funktionen

In diesem Kapitel werden Kriterien vorgestellt, wann eine Funktion umkehrbar ist
oder eine Gleichung nach einer Variablen auflésbar ist. Es geht nicht darum dies auch
tatséchlich zu tun. Das Interessante ist, dass man hier auch eine Formel lernt um die
Ableitung der Auflésung zu bilden — ohne die eigentliche Gleichung tatséchlich aus-
zulosen. Im Gegensatz zur Vorlesung formulieren wir den Satz nur fiir Abbildungen der
Form f:R™ — R", d.h. nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdume. Damit die Abbil-
dung invertierbar sein kann, muss sie zwischen Vektorrdumen der gleichen Dimension
abbilden.

1.1 Lokale Umkehrbarkeit

Der Satz tiber Umkehrfunktionen gibt an unter welchen Bedingungen eine Funktion
eine Umkehrfunktion hat und welche Eigenschaften diese Umkehrfunktion besitzt.

Satz 1.1 (Satz iiber Umkehrfunktionen) Sei U C R™ offen und f : U — R™ eine
stetig differenzierbare Abbildung. Sei a € U und b := f(a). Die Jacobi Matriz Jy(a)
sei an der Stelle a invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung U, C U wvon a
und eine offene Umgebung Vi, von b, sodass f die Menge U, bijektiv auf die Menge V,
abbildet und die Umkehrfunktion g = f~' : Vi, — U, stetig differenzierbar ist. Fiir die
Ableitung gilt

Bemerkungen:
e f|y, ist eine bijektive Abbildung. Damit ist f|y, insbesondere injektiv.

e Dass die Jacobi-Matrix an der Stelle a invertierbar ist, bedeutet, dass f’(a) eine
bijektive, lineare Abbildung ist (Isomorphismus).

e Die Invertierbarkeit der Jacobi-Matrix kann man durch Ausrechnen der Deter-
minante priifen: J invertierbar < det(J) # 0

e Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion erhélt man leicht durch Ab-
leiten der Identitéiten f'of=1und fof~!1=1



Beispiel
Sei f:R2\ {(0,0)} = R?* (z,y) — (2zy,y* — ). Beweisen Sie,

(a) Zu jedem (g,yo) in R?\ {(0,0)} gibt es eine Umgebung U von (zg, yo), sodasss
flu injektiv ist.

(b) f selbst ist nicht injektiv.

Losung

(a) Wir priifen jetzt alle Voraussetzungen aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion.
Die Komponenten von f sind stetig differenzierbar und damit auch f. Wir be-
rechnen die Jacobi Matrix von f und priifen die Invertierbarkeit dieser Matrix
fiir beliebiges (xo,y0) € R?\ (0,0).

2 2z
J¢ (o, y0) = <_§J£0 2y(())>

det(J¢ (0, 90)) = 4(xf +y3) > 0¥(zo,y0) € R*\ {(0,0)}

Die Jacobi-Matrix ist also invertierbar und damit ist f an jedem Punkt in R?\
{(0,0)} lokal umkehrbar und damit ist auch f|y injektiv.

(b) Da zB. f(—1,—1) = (2,0) = f(1,1), ist f selbst nicht injektiv.
Merke: lokale Umkehrbarkeit ist nicht globale Umkehrbarkeit.

1.2 Satz iiber implizite Funktionen

Der Satz iiber implizite Funktionen trifft Aussagen tiber die Moglichkeit Gleichungen
nach bestimmten Variablen aufzulésen. Es gilt z.B. f(z,y) = 0. Ist es dann moglich
eine Funktion ¥ zu finden, sodass y = y(z)? In welchem Bereich ist das moglich?

Definition 1.1 (partielle Differentiale) Fliir eine differenzierbare Funktion f : Uy X
Us; = R™ mit Uy C R™ und Uy C R™, definieren wir die partiellen Differentiale

Dy f(z,y) : Uy = R™h = f'(2,y)(h,0)

Dyf(:E?y) Uz — Rm’k = f/(z7y)(07k)

Damit ergibt sich das totale Differential

Df(z,y)(h, k) == f'(z,y)(h,k) = Do f(z,y) h+ Dy f(z,y) k
J Ja Jy



Jz und J, sind dann die zu den jeweiligen Variablen zugehorigen Teilmatrizen der
Jacobimatrix J.

Satz 1.2 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien U; C R™ und Us C R™ sowie
eine Funktion f mit f : Uy x Uy — R™ einmal stetig differenzierbar. Ferner habe f
eine Nullstelle (a,b) € Uy x Uy und sei Dy f(a,b) invertierbar.

Dann gibt es offene Umgebungen Vi,Vo mit a € Vi C Uy und b € Vo C Uy und eine
stetig differenzierbare Funktion g : Vi — Vo sodass

fl@g(x) =0 y=g(x) Voeh.
Desweiteren gilt
g'(x) = —[Dyf(z,9(x))] " Do f(z,9(x)) Va € Vi
Bemerkungen:

e Die Formel fiir die Ableitung erhilt man durch Differenzieren von f(x, g(x)) =0
unter Anwendung der Kettenregel.

1.2.1 Kochrezept: Anwendung Satz iiber Implizite Funktionen

’ Ist f stetig differenzierbar? }N—) Satz nicht anwendbar
em

Y

’ Hat f in (zo,yo) eine Nullstelle & f(zg,yo) = 07 }N—> Satz nicht anwendbar

em
I

’Ist D, f(zo,yo) invertierbar d.h. det (D, f(zo,y0)) # 07 }W Satz nicht anwendbar

o

Die Gleichung f(zo,yo) = 0 kann in einer Umgebung um (g, yo) aufgelost werden.

1.2.2 Beispiel: Einheitskreis

Gegeben sei die Funktion f(x,y) = 22 + y? — 1. Die Nullstellenmenge ist gerade der
Einheitskreis. Kann diese Gleichung tiberall nach y aufgelost werden?



Losung Berechne
Dy f(z,y) = 0yf(z,y) =2y

Offensichtlich ist Dy, f nur fir y # 0 invertierbar. An allen Stellen y # 0 ldsst sich
f(x,y) = 0 also lokal invertieren. Allerdings bedeutet das nicht, dass es eine globale
Funktion y = g(z) gibt. Das sieht man leicht wenn man nach y umstellt, es ergibt
sich y = +v/1 — 22 d.h. zu jedem y-Wert gibt es zwei x-Werte. Im Fall y = 0 d.h. bei
x = =1 verzweigen sich diese beiden Moglichkeiten und eine eindeutige Auflésung ist
nicht moglich.

1.2.3 Beispiel: Berechnung der Ableitung

Sei f : RZ = R,(z,y) — e — 22. Gibt es Stellen an denen sich die Gleichung bei
f(z,y) = 0 nach y auflosen ldsst? Falls ja, bestimmen Sie fiir eine solche Stelle die
Ableitung der aufgelosten Funktion g(x).

Losung Die Ableitung nach der aufzulésenden Variable lautet

Oyf(z,y) =2e®™ #£0 Vz #0.

An allen Punkten auBerhalb der xz-Achse, die obige Gleichung erfiillen ldsst sich die
Gleichung auflgsen. Ein solcher Punkt ist z.B. (z,y) = (1,0). Ist ¢ dann nach dem
Satz iiber implizite Funktionen die Funktion mit g(1) = 0 und f(1,¢(1)) = 0 so gilt
fiir die Ableitung

g'(1) = = (9,£(1,0)) " 0:£(1,0)
=—(1-e"D7H0-er0-2-1)
=2.



2 Differentialgleichungen

Die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen beschéftigt sich im Wesentlichen
mit der Suche von Lésungskurven ¢ — x(t) = x;, die durch eine Differentialgleichung
gegeben sind.

So stehen verschiedene Ableitungen dieser Kurve z; in Aquivalenz zu einem gegebenen
Vektorfeld F': R” x R — R™, das im Allgemeinen zeitabhéngig ist.

Definition 2.1 Sei G eine Teilmenge des R? und f : G — R, (z,y) — f(z,y) eine
stetige Funktion, dann nennt man

&= F(t,x) (1)
eine gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung.

Die Losungen dieser Gleichung ergeben Kurven z;, die tangential entlang des Vektor-
feldes F' verlaufen. Aufgrund einer moglichen Verschiebung sind die Losungen nicht
eindeutig.

Bemerkung: Ist ein Anfangswert
l‘(to) =9 € R™ (2)

gegeben, dann nennt man (1) Anfangswertproblem.

2.1 Lineare Differentialgleichungen
Definition 2.2 Gegeben seien die stetigen Funktionen

t— b(t) e R” t— A(t) e M,
Die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung ist

d
Sa(t) = At)a() + () 3)

mit x(t) € R™. Falls b(t) = 0 spricht man von einer homogenen linearen Differen-
tialgleichung. Falls A(t) unabhingig von t ist, dann spricht man von einer linearen
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.



2.1.1 Homogene Differentialgleichung, konstante Koeffizienten
Die vorliegende Differentialgleichung sei von der Form

d

%x(t) = Az(t), x(t) € R"

A ist offenbar nicht abhiingig von t.

Satz 2.1 Die allgemeine Lisung der Differentialgleichung

d
ax(t) = Ax(t)
st mit c € R
z(t) = c- et
Bemerkung;:

e Die Losung ist eindeutig bei Vorgabe von z(tg) = xo:
z(t) = eag

e Es gilt das Superpositionsprinzip:
Wenn z(¢) und y(¢) Losungen sind, dann ist auch eine Linearkombination o z(t)+
aoy(t) von z(t) und y(t) eine Losung.

Definition 2.3 (Matrixexponential) Sei A € M,,.
Die Exponentialfunktion ist definiert als

oo

t'ﬂ
At n
e —E —n!A (4)

n=0

Eulersche Formel ¢ = cos At + isin At

Satz 2.2 (Gruppeneigenschaft (gilt allgemein)) Fiir alle s,t € R gilt:

eA(t-l—s) — eAt + eAs



2.1.2 Inhomogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

Die inhomogene lineare Differentialgleichung hat die Form

d
aaﬁ(t) = Az(t) + b(t) (5)

mit der stetigen Funktion ¢ — b(t) € R™. Die Anfangsbedingung sei z(0) = xo.
Zu beachten ist, dass A unabhingig von ¢ ist.

Satz 2.3 Die eindeutige Losung bei festem x(0) = o von Sx(t) = et ist

t
z(t) = etz —|—/ eA(t_s)b(s)ds
0

Die Losung der Gleichung 5 setzt sich zusammen aus der Lésung der homogenen DGL
und einer partikuldren Losung der inhomogenen.

2.2 Losungsmethoden

2.2.1 Trennbare Differentialgleichung (Trennung der Variablen)

Gegeben sei eine Differentialgleichung der folgenden Gestalt:

d .
%) =g(t) - f(z(t)) mit z(t) €R (6)
dx
& —— =g(t)dt
7@ g(t)
Die Losung ergibt sich durch beidseitiges Integrieren:
dx /
—— = [ g(t)dt + const.
fw ) 7Y

2.2.2 Exakte Differentialgleichungen

Eine exakte Differentialgleichung (auch vollsténdig) ist eine gewohnliche Differential-
gleichung der Form

Pl y()) + gl (@) 2 = 0

fiir die eine stetig differenzierbare Funktion F'(x,y) existiert, so dass

9 pa,y) =plesy)  und %F(x,w = 4(z,9)

ox
Diese sog. Potentialfunktion existiert, falls
9q _ 9
or 0Oy



2.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Man ist sehr daran interessiert, ob eine Losung existiert und ob sie eindeutig ist oder
nicht, gerade wenn Differentialgleichungen im Computer gelost werden. Gibt es namlich
keine Losung, so kann man lange auf ein numerisches Ergebnis warten, gibt der Com-
puter nur eine aus, so ist es gut zu wissen, ob es bereits die eindeutige Losung ist, oder
ob es mehrere Losungen gibt.

Auch wenn die Differentialgleichung nicht analytisch gelost werden kann, so kénnen
doch Aussagen iiber die Art der Losung getroffen werden. Gerade numerische Metho-
den um eine Losung zu ndhern kénnen von der Kenntnis iiber die Eindeutigkeit einer
Losung profitieren.

Satz 2.4 (Eindeutigkeit von Lésungen) FEine Funktion F sein lokal Lipschitz, y, 7
seinen Ldsungen von

d
ax(t) = F(z(t),t)

fiir t € [to,to + a], a > 0. Zusdtzlich gelte y(to) = §(to)-
Dann gilt
y(t) =g(t)  fiir alle t € [to,to + a]

Satz 2.5 (Picard-Lindel6f, Eindeutige Existenz) Gegeben sei ein Vektorfeld F :
R™ x R — R, das lokal lipschitzstetig ist. Dann existiert ein § > 0 derart, dass die
Differentialgleichung

d
Za(t) = Fla(t),t)

mit dem Anfangswert x(to) =y fiir [t — to| < § genau eine Lisung hat.

2.4 Beispiel: Gedampfter harmonischer Oszillator

Diskutieren Sie die Losung der Differentialgleichung
§=—-q9—2v¢

mit ¢(¢) € R als Kurven im Phasenraum (g(¢), ¢(t)) fiir die folgenden drei Bereiche der
Dampfungskonstante

1. v > 1 (iiberddmpft)
2. v =1 (kritisch gedampft)

3. 0 <y <1 (schwach geddmpft)



Lésung Wir setzen z := (¢, ¢) und erhalten das System & = Az mit der Matrix

_ 0 1 2%x2
A= <_1 _27> € R“"=,

Das charakteristische Polynom lautet
xaA(\) = det(A — A1) = \? — (texttr A)A + detA = A% + 29\ + 1

mit den Eigenwerten A; o = —y=++/42 — 1. Wir unterscheiden die folgenden drei Félle:

1. v > 1: A hat zwei verschiedene reelle Eigenwerte.
Nullstellen des charakteristischen Polynoms 2.4:

)\1,22—“/iv“/2—1

Es gibt zwei linear unabhéngige reelle Eigenvektoren u; und us von A zu den
reellen Eigenwerten A\; und As.
Entwickeln der Anfangsbedingung x(0) bzgl. der Basis w1, uo:

x(t) = etAx(O) = etA(clul + coug) = cre™uy + caet?uy

2. v = 1: A hat einen doppelten reellen Eigenwert.
Nullstellen des charakteristischen Polynoms 2.4:

A =—1

Da dim ker (A — A1) = 1, gibt es einen reellen Eigenvektor v und einen davon
linear unabhiingigen reellen Hauptvektor 2.Stufe v mit (A — A\1)v = .
Entwickeln der Anfangsbedingung x(0) bzgl. der Basis u, v:

z(t) = e z(0) = e (cruteav) = crePuteee (vHt(A—=A1)v) = e~ ((c1+cot)utcov)

3. 0 <~ < 1: A hat zwel nicht reelle Eigenwerte
Nullstellen des charakteristischen Polynoms 2.4:

Al =—y+iv1—172

Es existieren zwei linear unabhéngige Eigenvektoren, die zueinander komplex
konjugiert gewéhlt werden kénnen.



