Christina Schindler m Ferienkurs Analysis 2 fiir Physiker
Karolina Stoiber SS 2013

1 Differentialrechnung

1.1 Differenzierbarkeit in R

Zur Wiederholung betrachten wir die Definition fiir die Ableitung einer Funktion
f:R — R an der Stelle xq:

f(xo +h) — f(x0)
- :

! — 1
fi(wo) = lim

Alternativ kann die Ableitung auch als Zuwachs in linearer Ordnung definiert werden
d.h. als lineare Funktion f’(zg) sodass f in einer Umgebung um xo durch

flzo+h) = f(zo) + f'(xo)h + r(h) mit @ — 0 fiir h — 0

dargestellt werden kann.

1.2 Differenzierbarkeit in R"

Ahnlich wie in 1D bezieht sich die Definition auf eine lineare Approximierbarkeit:

Definition 1.1 (Differenzierbarkeit) Sei U C R™ eine offene Menge und f: U —
R™. f heifit (total) differenzierbar im Punkt o, falls eine lineare Abbildung f'(xo) :
R™ — R™ existiert sodass

iy 1 @0 +A) = flao) = f'(z0) Al _

AS0 Al 0-

Ist f fiir alle x € U differenzierbar so heifit f total differenzierbar und man nennt f’
die Ableitung von f oder auch totales Differential.

Bemerkungen:

e Die Norm wird hier zum Vergleich der Ahnlichkeit zwischen Approximation und
Funktion benutzt. Dies war in 1D nicht explizit notwendig. Diese Definition kann
einfach auf Abbildungen zwischen Banachrdume verallgemeinert werden bei Ver-
wendung der zugehorigen Norm. Dabei muss man zusétzlich fordern, dass die
lineare Abbildung f’ beschriinkt ist (im R™ automatisch erfiillt).

e Existiert die Ableitung, so ist sie auch eindeutig.



e Fine lineare Abbildung kann immer durch eine Matrix dargestellt werden. Die
Matrix, die f’(zq) reprisentiert, nennt man auch Jacobi-Matriz.

e Ist f differenzierbar in zq, so ist f dort auch stetig.

e Es gelten wie in 1D Summenregel, Produktregel und Kettenregel. Man beachte
allerdings die genaue Reihenfolge bei der Kettenregel.

o f ist stetig differenzierbar, wenn die Ableitung an jedem Punkt zg € U existiert
und stetig ist.

Definition 1.2 (Richtungsableitung) Sei U C R™ eine offene Menge und
f:U—=R™

T R T o Mo S I € 2 PN T |

eine Funktion. Fiirt € R und v € R™ betrachten wir die Funktion t — f(x+tv). Dann
ist die Richtungsableitung 0, f(x) gegeben durch

Ouf(z) = %f(:z: + tv)|s=0 = f'(z)v.

Die Richtungsableitung 9, f(z) ist also gerade die Projektion der Ableitung f'(z) auf
die Richtung v oder anders gesagt genau die Komponente, die in Richtung v zeigt.
Waéhlen wir als Richtung die Koordinatenachse e; fiir ¢ € 1,...,n erhalten wir die
partiellen Ableitung von f in z;. Dabei behandeln wir die Funktion effektiv wie eine
1-dimensionale Funktion mit einer Variablen x; mit allen anderen x;; fest.

Definition 1.3 (partielle Differentiation) Sei U C R"™ eine offene Menge und
f:U —= R™ eine Funktion.

o f heifit partiell differenzierbar im Punkt x € U, falls der Limes

o S te) = f(@)

t—0 t

existiert fir alle Richtungen, also fir j =1,...,n.
o f heifit partiell differenzierbar, falls f partiell differenzierbar ist fiir alle v € U.

o [ heifst stetig partiell differenzierbar im Punkt x € U, falls die Abbildungen
x> Oy, f(x) stetig auf U sind fir j=1,...,n.



Wichtige Zusammenhange

1. f differenzierbar = f partiell differenzierbar (Achtung: die Umkehrung gilt
nicht!)

2. f stetig differenzierbar < f stetig partiell differenzierbar

1.3 Kochrezept: Untersuchung auf Differenzierbarkeit

’Ist f in xzq stetig? }N—> f nicht differenzierbar
eim

Ja

’Ist f in xq partiell differenzierbar? }N—) f nicht differenzierbar
em

Ja

’ Ist f in xg stetig partiell differenzierbar? }J—> f stetig differenzierbar
a

Nein

Ist lim W @otA)=F(zo)=f"(z)All _ (47
A—0 1A

E

f differenzierbar

f nicht differenzierbar

Nein

1.4 Hohere Ableitungen

Wir kénnen auch genau wie in 1D hohere Ableitungen bilden und mehrere Variablen
dabei mischen (Beispiel: 0,0, f(z,y)). Prinzipiell ist die Reihenfolge dieser Ableitungen
wichtig, sind allerdings bestimmte Voraussetzungen erfiillt vertauschen die Ableitun-
gen. Diese Aussage trifft der folgende Satz

Satz 1.1 (Satz von Schwarz) Sei f mindestens 2 mal stetig differenzierbar so ver-
tauschen zwei beliebige Ableitungen d.h.: 9,0, f(x) = 0;0; f(x). Analog auch fiir héhere
Ableitungen.



1.5 Beispiele
1.5.1 Partielle und totale Differenzierbarkeit
Betrachten Sie die Funktion f : R? — R, welche durch
0 falls (x,y) = (0,0)
f('r) y) = z® sonst

definiert ist. Weisen Sie nach, dass f {iberall total differenzierbar ist.

Lésung Fiir (z,y) # (0,0) ist f als Komposition differenzierbarer Funktionen dif-
ferenzierbar. Es bleibt die Betrachtung der Differenzierbarkeit im Punkt(z,y) = (0,0).
Fiir die partiellen Ableitungen erhalten wir

LF(0,0) = tim LD TG
9:7((0,0)) (h,0)1—>m(0,0) h (h,0)1—>m(0,0) h
hS
= lim 2= lLm &
(h,0)=(0,0) h (h,0)—(0,0)
=0
und analog
0y £(0,0) = 0.
Falls f differenzierbar an (0,0) ist, ist f/(0,0) = (8) (Eindeutigkeit). Dies gilt es zu
iiberpriifen:
_ I )
(L 15~ 0,0~ 70,004
AS0 [1A]]
AS
I VCS .
A0 ||A]] AS0 [|A]|
oA A3
= AU AP T AL, AT AZ T A
A}
< lim =L
N ilglo A2
da A2>0
A—0
=0

Hier wurde die euklidische Norm verwendet. Also ist f auch in (0, 0) total differenzier-
bar und somit {iberall total differenzierbar.



1.5.2 Differenzierbarkeit einer Matrixfunktion

Sei f : Mat, (R) — Mat,,(R) Abbildung zwischen dem Raum der n x n-Matrixen mit
Eintragen in R gegeben durch
A A%

Zeige: f ist differenzierbar.

Lésung Bei Matrixfunktionen muss immer der Differenzenquotient mit einer kleinen
Anderung in Form einer Matrix A verwendet werden. Es gilt f(A + A) — f(A) =
(A+ A)?2 — A2 = A + AA + AA. Hieraus lisst sich das Differential f/(A) ablesen
B — BA + AB (Eindeutigkeit). Dass dies tatséichlich die richtige Losung ist zeigen
wir durch Einsetzen:

0L o 1A+ A) — () - ra)a|
AS0 [IA]]

e 1870
A—0 ||A]]

1Al

IN

lim
A—0
=0

Damit ist f differenzierbar.



2 Taylor-Reihenentwicklung
Aus der Analysis 1 ist bereits die Taylor-Entwicklung in einer Variablen bekannt. Diese
kann man beinahe analog auch in mehreren Dimensionen konstruieren

flz)= 40 f (o) (2 — 20)* + R(p)

lor| >0

mit Restglied der Ordnung p. Mit dem Gradienten

O,
v=|...
Oz,
und der Hessematrix
0, 0u f o 02,04, f 0., (VHT
Hy = .. = .
03,00, f .. 03,04, f O, (VHT

lésst sich die Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung um den Punkt zq fiir Funk-
tionen f :R™ — R kompakter schreiben.

f(z) & f(z0) + Vf(20) - (x — w0) + 5(2 — o) " Hy(xo)(x — w0)

Die Taylorentwicklung lésst sich zwar recht einfach hinschreiben, allerdings kann die
tatéchliche Berechnung schnell in extrem viele Terme ausarten, da wir gerade bei den
hoheren Ableitungen alle Vertauschungen beriicksichtigen miissen. Deshalb sollte man
vermeiden diese Formel direkt ausrechnen. Stattdessen bietet es sich oft an bereits
bekannte Reihen zu verwenden, besonders niitzlich sind hier:

o Geometrische Summenformel

1 o0
1_x:kz_()mkfﬁr x| <1

e Binomischer Lehrsatz

e Exponentialreihe



Ebenso kann man bekanntes Wissen iiber Eigenschaften einer Funktion an einem Punkt
(insbesondere Extrema) benutzen zur Konstruktion der Taylorreihe. Bevor ihr euch
also in wilde Rechenabenteuer stiirzt, lest besser nochmal die Aufgabenstellung genau
und {iiberlegt, ob es nicht weniger rechenintensiv gehen koénnte.

2.1 Beispiele

2.1.1 Konstruktion durch bekannte Potenzreihe

Man entwickele die Funktion f(z,y) = ;”2111

bis einschlieBlich Gliedern zweiter Ordnung.

in eine Taylorreihe um den Punkt (0,0)

Losung Man benutze die geometrische Reihe um f umzuschreiben, dies geht da wir
um (0, 0) entwickeln.

1
1422

o0

=+ ()" (o] <1)

k=0

=(y+1)) (D)
k=0
=1+y—a*+...

fl@,y)=(y+1)

da wir Terme hoherer Ordnung nicht berticksichtigen.

2.1.2 Konstruktion nach Zusatzinformationen
Gegeben sei eine Funtion f € C*(R?) mit
f(0)=3, 87f(0) =010:f(0) = =2, 35£(0) = 870:f(0) =1

Alle nicht angegebenen ersten, zweiten und dritten partiellen Ableitungen verschwinden
im Nullpunkt. Wie lautet explizit die Taylorentwicklung bis zur dritten Ordnung von
f am Ursprung?

Lésung Der Term nullter Ordnung ist gegeben. Der Gradient V f(0) ist gerade der
Nullvektor = Terme erster Ordnung fallen weg. Die Hessematrix lautet (Satz von

Schwarz)
mo=(7 )



Fiir die dritten Ableitungen miissen wir auch wieder alle Terme mit allen Vertauschun-
gen beriicksichtigen (Satz von Schwarz). Somit ergibt sich

flz,y) =3+ % (—2332 —2zy — 2ya:) + % (y3 + vz + yxy + ny)
=3—2?—2zy+ %y?’ + %ny.



