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Ferienkurs Quantenmechanik

Struktur und Grundlagen der Quantenmechanik

1 Kurze Fragen

a)

b)

c)

d)

e)

)

8)

Nennen Sie zwei Experimente, die ein Elektron als Welle identifizieren, und zwei, die es als Teilchen iden-
tifizieren.

Losung: Interferenz und Beugung als Welleneigenschaften, Compton-Effekt und Photoeffekt als Teilcheneigenschaf-
ten.

Fiir welche Amplitudenverteilung ¢ (x,#) nimmt ein Wellenpaket die minimale Orts-Impuls-Unschirfe AxAp =

I an?
5 an?

Losung: Die minimale Unschirfe wird fiir ein GauB3sches Wellenpaket erreicht.

Leiten Sie die allgemeine Form des Zeitentwicklungsoperators aus der Tatsache her, dass sich y(¥,#) durch
Kenntnis von y(¥,#) und seiner Zeitentwicklung eindeutig bestimmen ldsst.

Losung: Es gilt also:

W(fvt) :0(171‘0)1[/()?71‘:[0) (N
Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung ergibt:
o 0 o~ IR
lhEU(I,to) =HU(t,1) 2)
und es folgt die allgemeine Form des Zeitentwicklungsoperators:

iﬁ(z—to)) 3

U(l7t0) = exp (_ h
Warum kann die Schrodinger-Gleichung keine relativistische Dynamik beschreiben?

Losung: Die SG ist 1. Ordnung in der Zeit und 2. Ordnung im Ort. Sie ist damit nicht invariant unter einer Lorentz-
Transformation und kann somit nicht zur Beschreibung relativistischer Dynamik dienen.

Lisst sich beim Doppelspaltexperiment der Auftreffort eines einzelnen Elektrons auf dem Detektor voraus-
sagen? Welche Aussage kann man treffen?

Losung: Nein. Wir konnen nur eine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit dafiir treffen, dass das Elektron an einem
bestimmten Ort auftrifft.

Definieren Sie Phasen- und Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpaketes.

Losung: Die Phasengeschwindigkeit ist definiert als v, = % ,die Gruppengeschwindigkeit als vg, = %—‘Ig

Wie lautet die Normierungsbedingung fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude?

Losung:

/ PrlyE )P =1 “)



h) TIst die Wellenfunktion y(¥,¢) direkt messbar? Wenn nicht, was sonst?

Losung: Nein. Wir konnen nur deren Betragsquadrat, die Wahrscheinlichkeitsdichte, messen.

2  Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsinterpretation

2.1 Normierung

Zeigen Sie, dass die Schrodinger-Gleichung homogen sein muss, damit die Normierungsbedingung fiir alle Zeiten
erfiillt sein kann.

Hinweis: Nehmen Sie an, die Schrodinger-Gleichung besidfe eine Inhomogenitit, und zeigen Sie, durch Einset-
zen der SG in die Normierungsbedingung, dass diese nicht zu allen Zeiten erfiillt bleibt.
Benutzen Sie den GauB3schen Integralsatz

/ dxVF = ?{ dQ F; (V C R") kompakt und F stetig differenzierbar 5)
1% s
und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte:

. n ~ -

J= 5 W (V) = (Ve (6)

Losung: Die freie Schrodinger-Gleichung mit einer hinzugefiigten Inhomogenitit q lautet

e = Pyt @
8 t II/ ) - 2m V/ q
Wir betrachten die Anderung der Normierung mit der Zeit. Im Falle erhaltener Normierung muss gelten:
d
& [dxvEnp=o ®)
Wir konnen Integration und Differentiation vertauschen und erhalten:
d o ; ok
o / Px|y(E 1) = / d3x(w*+w) ©)
f/d3 2y )yt +o +/d3 ) (10)

wobei wir einfach fiir y bzw. y* die SG, bzw. die kon]uglerte SG aus (|7) eingesetzt haben. Mittels der Definition der Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte konnen wir weiter unter Verwendung des Gauf3schen Integralsatzes schreiben

d o " 2 T ' * *
= /d3x\q/(x,t)|2 = —/deV-j(x,t)+/d3x(ql,l/ +yq*) (11)
= —ja{dg J® )+ /d3x2 Re{qy*} 12)
S .

Wir wissen, dass fiir ¥ € L2 der erste Term Null wird. Allerdings ist der zweite Term i.A. ungleich Null und steht somit im
Widerspruch zu unserer Annahme.

3 Wellenpakete

3.1 GauBsches Wellenpaket

Wir betrachten das eindimensionale Wellenpaket

d i 2
v = | 32 0(p) exp{; (px— an) } (13)

mit folgender Amplitudenverteilung:

¢(p) =Aexp{—(p—po)°d*/n*} (14)



a)

b)

Werten Sie explizit |y(x,¢)|? fiir das angegebene Wellenpaket aus.

Hinweis: Benutzen Sie die Substitutionen

d? t d?po X d’*p?
i p="0 2 =T 1
2 o 2 Thon T e (15

/dx e — \/Z (16)

Losung: Wir schreiben das Wellenpaket nochmal zusammen auf:

a =

und das GauB-Integral

yix) = d—Aexp{ (0= po)d [ fexp ]+ (- r, (17)
’ 2nh h 2m
‘Wir machen die Substitution und erhalten
_ [ dp 2
W(x,t)—/%Aexp{f(p a72pb+c)} (18)

Wir miissen den Exponenten nun auf eine Form bringen, die erlaubt, das Integral auszuwerten. Wir schreiben den Expo-
nenten um, um ihn mit Hilfe des GauB3-Integrals 16sen zu konnen:

2
y(x,t) /szexp{—a(p—é) +b——c} (19)

Wir konnen dann integrieren und erhalten

A [=m b?
y(x,t) = h fexp{;fc} (20)

2 2
2 (A T b°—ac
\Wwﬂ;(gﬁ)mﬁm{m%—g—}} @

und weiter das Betragsquadrat zu

Zeigen Sie, dass fiir die Normierungskonstante A = V8md? gilt.
Hinweis: Verwenden Sie die Substitutionen
Po th
=—, A=— 22
. 2md? 22)
und die Identitét
Re(( —ac)a’} ol = -1 %D
—ac)a*}/|a —_—
2d2(1+ A?)
Losung: Wir setzen an: .
/ dxly(xnP =1 24)
Es folgt
Jastvtsf = [as() X e Gl @5)
x|y (x, = x h p
A — vt
_/dx (7) {2d2 1+ A7) } (26)
AN 7w —vt)
- (%) H/ rex p{zcﬂ +A2)} @D
AN«
(2 ) 2 2 2
= (mh) 7 m2d%(1+A?) (28)
=1 (29)



4 2
i(i) T md(1+A%) =1 (30)

27h ) al?
b gt 1 31)
N d?(1+A?)
h4‘a‘2
At =81d® 32
d*(1+A2%) (32)
A= V/8nd> (33)
Wir haben hierbei im letzten Schritt die Definitionen (I3) und 23)) eingesetzt.
c) Interpretieren Sie das Ergebnis fiir = 0 und ¢ > 0. Was ist v?
Losung: Fiir t = 0 erhalten wir:
WO =~ —ex { o } (34)
X, = 2
v dvar P 2

Dies beschreibt ein Gauf3verteilung im Ortsraum. Wir sehen, dass sich das Maximum des Wellenpaketes mit der Grup-
pengeschwindigkeit v = 22 = %—‘]‘: bewegt. Fiir Zeiten ¢ > 0 erhalten wir:

()P = %exp{—ﬂ} 35)
d\/27(1+A2) 2d2(1+A2)

Wir sehen, dass das Wellenpaket fiir Zeiten ¢ > 0 zerflieBt.

4 Operatoren, Kommutatoren

4.1 Wichtige Kommutatoren

Berechnen Sie folgende wichtige Kommutatoren in Ortsdarstellung:

a)
[%, il (36)
Losung:
o~ ho
[’QPX] l‘l/ = |:x7 ; a]
_ hd _ h o (
= SnY inW

Kpx] = hi

b) Sei P der Parititsoperator und A = %%2 + V(x) der Hamilton-Operator mit V (x) symmetrisch.

[H,P] (37)

Losung:

[H,P]f(x) = HPf(x) — PHf(x) = 0 (38)
Da das Potenzial V(x) symmetrisch ist, gilt V (x) = V(—x). Weiter taucht im Hamilton-Operator nur die zweite Ableitung
nach x auf, und somit gilt fiir jede komplexe Funktion.

o i 92f(—x) .

PHf(x) = m A(—x) —V(=x)f(—x) =Hf(—x) = HPf(x) (39)



4.2 Operatoreigenschaften
a) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte hermitescher Operatoren reell sind.

Lisung: Gegeben sei der hermitesche Operator A sowie die 0.B.d.A. normierten Zustinde |m) und |n).

(mlAln) = (mlAn)

Il
—~
=

)
=

3
=

(mlAln) = (
= (Amln)
{

Nun bildet man die Differenz: 0

(an — ay,) (m|n)

Wir betrachten den Fall n = m, da wir uns nur fiir den Erwartungswert interessieren.

0 = (an—ay)(mln)
0 = (an—ay)(nln)
=1
0 = (apn—a)
a = a,

= ay ist reel

b) Zeigen Sie, dass die Eigenfunktionen hermitescher Operatoren orthogonal aufeinander stehen (fiir den nicht-
entarteten Fall). Gilt die Orthogonalitét auch fiir den entarteten Fall?
Losung:Die vorherigen Betrachtungen gelten weiter und wir nehmen nun an, dass n # m.

0

Die Eigenwerte seien nicht entartet

(an —ay,) (mln)

0 = (an—ay)(mln)
=0
0 = (mn)

= Die Eigenfunktionen sind orthogonal. Die Orthogonalitit kann man auch fiir den entarteten Fall nachweisen (Schmidt-
sches Orthogonalisierungsverfahren).

c) Zeigen Sie, dass kommutierende Operatoren einen gemeinsamen Satz an Eigenfunktionen haben.

Losung: Wir setzen voraus:

Ay =ay (40)
Wir miissen nun wieder zwischen entartetem und nicht entartetem Fall unterscheiden. Fiir den Fall, dass die Eigenfunk-
tionen nicht entartet sind, folgt:

B(Ay) = A(By) = a(By) (41)
Da v die einzige Eigenfunktion zu A ist (nicht entartet) folgt, dass By o< y sein muss. D.h., es muss gelten:
By — by 42)

und damit, dass y auch Eigenfunktion zu B ist.

Fiir den entarteten Fall konnen wir mit obigem Argument nur aussagen, dass By; nur eine Linearkombination der
moglichen Eigenfunktionen ; ist. Wir konnen nun aber im Raum der y; die Eigenfunktionen B diagonalisieren, und
damit ist der Satz bewiesen.



d) Zeigen Sie, dass fiir [A,A"] = 1 und jede Funktion f(AT) mit A |0) = 0 gilt:

. df(AT
Arn o =1 o @

Losung: Es gilt also [A,AT] = AAT —ATA=1.
Wir kénnen die Funktion f(A)" als Potenzreihe entwickeln:

FAT) =Y cu(AT)" (44)
= Af(Ah) = icn/i(m)" (45)

Wir betrachten:
AR = (AAT) A" = (ATA+ A,AT(ATy! (46)
= (AT +ATAAT) AT (47)
= (AT)" 1+ (A7) + (AT)A(AT)" 2 (48)
=n- (AN 14 (AT A (49)

Dann folgt:

Af(A%))0) = ;cnfi(ﬂ)” (50)
=Y cnln- (A7) (AT)"-A) 0) (51)
= icnn(ﬁ)"_' 0) (52)
= Yo (40110 (53)
= d% ;cn (AT)"0) (54)
S (59)

4.3 Matrix-Exponentielle

Die Matrix-Exponentielle fiir einen Operator ist definiert als: ¢? = ¥, A%, Weiter gilt:

eAA = Ao = (56)
AB Al fir [A,B]=0 (57)

a) Zeigen Sie fiir einen hermiteschen Operator A, dass der zu e~ der zu ¢/ adjungierte Operator ist.

N PRV
(ﬁ)*z (i (’Z) ) _ i ﬂ:e—iﬁ (58)

|
=0 nl

Losung:

b) Zeigen Sie, dass U = ¢! fiir einen hermiteschen Operator H unitir ist.



Losung: U ist unitir < 00T =1

Ui = e*’ﬁe’ﬁ =1 = U ist unitir,
¢) Nehmen Sie fiir zwei nicht-kommutierende Operatoren A und B die Funktion
f(A)=eMBe ™ (A eR)

an.
Benutzen Sie diese Funktion, um die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

i P B PN ()]
eABe’A:B—&—Z—[A,B}
= n!
Zu zeigen.

Hierbei sind: [X , Iﬂ W

I
)
I&l
c
=
(=N
)
)
s
I
>)
)
),
)
L

Hinweis: Verwenden Sie die Taylor-Entwicklung von f(A).

Losung: Die Taylorentwicklung von f(A) um A = 0 ist gegeben durch:

=0+ ¥ L 0
f0) = B =5
fIA) = AR MBRe M = M7 B M
M) = [X,Iﬂ:[A,B](U
) = e’lAX[A,E]e—“ A [X,E]Xe—“



Allgemein gilt fiir [,Z, §] (n):

@y = )

e [2])"
= f(A) =B+ ; A
2.8)" =5 wegen [.8] = [1.8]" = |4 [1.5] "
Fiir A = 1 folgt: e’Z §ei§:§+n§1 % [K,E} ) = go% [X,l?] "

4.4 Matrixdarstellung
Der Hamilton-Operator eines Zwei-Niveau-Systems lautet:
A =e(|1) (1] - [2) 2]+ 1) 2] +]2) (1])
Hierbei sind |1) und |2) die orthonormierten Basiszustidnde. Der Parameter € hat Energieeinheiten.
a) Wie lautet die Matrixdarstellung des Operators H in dieser Basis.

Losung: Durch Anwendung von H auf die Basiszustinde folgt:

Al = e[|N)(1[1) = [2) 2[1) +[1) 2[1) +[2) (1]1)]
= g[l)+]2)]

H2) = g[l)(12)—[2)(202)+]1)(212) +2) (1]2)]
= e[[l)-[2)]

A 1 1
n=e(y )

b) Finden Sie die Energieeigenwerte und die zugehorigen Eigenzustinde des Operators H.

Losung: Zum Finden der Eigenwerte gilt es das Eigenwertproblem (I:I -1 IL) v =0 zu losen:

det(H—A1) = 0
—(e—A)(e+A)—€> = 0
A2 = 2¢?

11/2 = i\/is



Durch Einsetzen der Eigenwerte in das Eigenwertproblem lassen sich folgende Eigenvektoren finden:

___ &
—V2e+e
&
( ﬁeﬂ:)
1

Vi

V2

5 Dirac-Darstellung

Dirac-Formalismus fiir ebene Wellen

Die Losungen in Form von ebenen Wellen y/(x) o< ¢ der freien Schrodinger-Gleichung werden im Dirac-Formalismus
ikx

durch (uneigentliche) Zustinde |k) beschrieben, die in Ortsdarstellung die Form (x|k) = f/ﬁ
a) Verifizieren Sie die Orthogonalitét (k|k') = &(k — k') der Zustéinde |k)

Losung: Fiir das Skalarprodukt erhilt man durch Einschub des Einsoperators [ definiert durch

i= / |x) (x| dx (59)

\;‘% und (k|x) = {x|k)" die Fourier-Darstellung der Delta-Distribution

mit (x[k) =
) = (W) = [ ) = - [ e R 0%ax = 54— ) (60)

b) Betrachten Sie einen Zustand ((y|y’) = 1) im Hilbertraum in k-Darstellung
v) = [ dky(@) k). (6
Zeigen Sie, dass der Ortsoperator £ in dieser Darstellung die Form £ = id; hat, d.h. (k|fy) = idy(k). Be-
stimmen Sie damit den Erwartungswert (y| f(£) | y) einer beliebigen Funktion f(x) in der Impulsdarstellung,

d.h. ausgedriickt durch y(k).

Losung: Sei |x) ein Eigenzustand des Ortsoperators mit der Eigenschaft £ |x) = x|x) so erhilt man:

ki) = Wlifly) = [ (ki) (dy) da ©2)
= /x (kl|x) (x| yr) dx (63)
7!/{}6

\/7 / x)dx (64)

_ . Y —ikx
= NG / (1 3 ke ) (65)
=i 2 [ k) (o) i (66)

. d
=i k) (67)
= iak I[I(k) (68)
Fiir den Erwartungswert einer beliebigen Funktion f(£) in Impulsdarstellung gilt somit:

(WLFGEW) = W@ = Wi OI) = [ (Wit KDl k= [ v (030 vk (69)

wobei f(idy) durch die Potenzreihendarstellung

flid)w Z ani" a A4 (70)

definiert ist.



c)

a)

Wie miissen die Ortswellenfunktionen (x|E) o< ¢*£* mit kp = —VQ;I"E in der Energie-Darstellung normiert
werden, damit die Standard-Ortogonalitiitsrelation (E|E’) = § (E — E') erfiillt ist?
Hinweis: Benutzen Sie die Relation fiir die Delta-Distribution:

S(f(x))m fir x=0 71)
Losung: Wir wissen (x|E) = Ce &%, Damit ergibt sich:
(E|E"Y = (E|I|E) = /(E\x>x|E’dx =|c]? /e*“’@*kﬂ)wx =27|C|*8 (kg — kpr) (72)
Wir definieren eine Funktion
f(E)=kg —Kp = @(ﬁ ~VE) (73)
man erhit dann mit
%HE:E,:%\/g:% (74)
und erhilt man als Bedingung
(E|E") = 27|C28 (ke — ki) = 27|CPPRV (E — E') = 8(E — Eo) (75)
und erhilt somit als Normierungskonstante X
C= N (76)
6 Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Beweisen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir zwei Wellenfunktionen v, ¢ € I.?
(9. W) [ < (9.0) (v ) (77)
Hinweis: Zerlegen Sie y 0.B.d.A in: w = z¢ + & mit (¢,€) =0
Losung: Wir sehen sofort, dass die Ungleichung fiir den Fall ¢ = 0 erfiillt ist.
Wir miissen also fiir ¢ # 0 y in einen Anteil parallel zu ¢ und einen Anteil senkrecht zu ¢ zerlegen:
v=2z0+¢ (78)

b)

wobei wir 0.B.d.A voraussetzen, dass (¢,&) = 0. Es folgt (¢,&) = z(¢,¢) und somit fiir den Proportionalititsfaktor
(9.v)

N AT Es folgt also weiter:
(W) = (29 +8,20+8) =2"2(9,9) +(6,5) > "2(9,9) (79)
Einsetzen von z ergibt dann
(9. w)
W) = ) 80
vy 2 = -0 (80)
womit die Behauptung bewiesen ist.
Beweisen Sie, dass fiir zwei hermitesche Operatoren A und B die verallgemeinerte Unschiirferelation
NS TN
AAABZEK[A,BD‘ (81)
gilt.
Hinweis: Betrachten Sie die Schwarzsche Ungleichung fiir
A A\ 2
¢ =((A*)—(A)")¢ und (82)
A A\ 2
v = (B~ (B¢ 53)

10



d)

Losung: Unter Verwendung der in der Aufgabenstellung gegebenen Definitionen folgt:

0oy = E(A-D) 18 = @) (@)’ = (ad)’
wiv) = (€l(B-B) 18 = (8- B) = (aB)"
W) = (€ (A-@D)(B-®) ) = AB)— (@A) (B)

(o) = (&l (B—B) (A~

Eingesetzt in die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt:

(a4)” (aB)" = (o1w)* = R (01w + (3 (0 1¥))P> > S (9]y)P

h
ARAp > 5 (84)
erhilt.

Losung: ([x, p]) = (hi) = hi

PUTE
> = —
= AxAp > 5 |7ai| 5
Die Unschirferelation AxAp > % lasst sich auch aus der Ungleichung

[axlire= ) =i pDw@P =0
mit ¥ € IR folgern.
Zeigen Sie, dass das Gleichheitszeichen nur fiir Gaulfunktionen gilt.

Losung: Wegen der Betragsstriche kann das Gleichheitszeichen in der Angabe nur dann gelten, wenn der Integrand
identisch 0 ist:

[y(x—(x) —i(p—{pP))]w(x) =0

Setzt man die Definition des Impumlsoperators p = fih% ein, ergibt sich eine Differentialgleichung erster Ordnung:

RV ) Iy (x

— ) +ip)ly(x)

dx
Diese Gleichung kann leicht integriert werden:

V(x) = Crexp| 5 (v = (1) + 1 (p)

Damit die Wellenfunktion normierbar ist, muss y < 0 gelten.

4/ 7
i

Die Normierung ergibt C = y/ 1z

Fiir ¥ < 0 ist y(x) eine GauBfunktion, das Gleichheitszeichen in der Unschirferelation gilt folglich genau fiir GauB3-
funktionen.

11
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