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1 Fourilerreihen

Aufgabe 1. Sei f : R — R stetig und 27 —periodisch mit Fourierkoeffizienten
fx, wobei fo = 0. F sei eine Stammfunktion zu f. Zeigen Sie, dass fuer die
Fourierkoeffizienten F} von F' gilt:

Fk:{—]’; k#0 (1)

Loesung 1. Fuer die Fourierkoeffizienten Fj, gilt (k # 0):
2w
dx :
Fy :/0 py F(x)e e

F —ikx 2T 2m —ikx
e R I O
~~ 2 —ik |, 0o 2m —ik

partiell Int
1 F@r)—F0) 1 [*dz ik (2)
—ik 2m ik J, o
=J2" gf;f(w)*fo i
k: fo +— fk f
—ik~~ ik

=0

Alternativlsg:
Da f stetig und periodisch ist, konvergiert die Fourierreihe gleichmaefig.
Daraus folgt, dass Summen und Integrale vertauscht werden duerfen:

F(a)= [ do fi

Durch Koeffizientenvergleich mit F'(z) = Y, Fy €'** erhaelt man die gesuchte
Relation.
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Aufgabe 2. Man zeige, dass g, = ™ ein vollstaendiges Orthonormalsystem

fuer 2w-periodische Funktionen bilden, d.h.:

<gn7 gm> = Onm (4)

Loesung 2.

2w
dt .
_ i(m—n)t
<gna gm> /0 o €

1

=3 {/0% dt cos((m —n)t) +1 /027T dt sin((m — n)t)

()

Da fuer n # m:

/0 ’ dt cos((m —n)t) =0 und /0 ' dt sin((m —n)t) =0 (6)

und fuer n = m:

/0 ' dt cos((m —n)t) = 2r und /0 Trdt sin((m —n)t) =0 (7)

folgt
1 wennn=m

<gna gm> = Omn = { (8)

0 wennn#m

Aufgabe 3 (Periodische Funktionen). Zeige Punkt 5 der Eigenschaften pe-
riodischer Funktionen, d.h.

/OTdt £(t) = /aa+Tdt f(t), acR ()

T (k+1)T a (k4+1)T
Loesung 3. [ f(t)dt= [ f(O)dt= [ f(t)ydt+ [ f(t)dt=
a+T ’ (k+1)T . a+T . ‘
[ fndr+ [ fde= [ f(t)dt
(k+1)T a a

Aufgabe 4. Zeige die Aquivalenz komplexer und reeller Schreibweise!

Loesung 4. f,(t) = % + > [ay * cos(kwt) + by * sin(kwt)] =
k=1

a?o + i [a?k % (eikwt + e—ikwt) + l;_lz % (eikwt . e—ikwt)} —
k=1

a?o + kil[ak;ibk « eihwt | ak‘;ibk * efikwt] — ki i * ekt
= =—n
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Aufgabe 5. a; = 2,b;, = 0: Ist die Partialsummenfolge f,(t) fiir irgendein
t € R konvergent?

n

Loosung 5. f,(t) = 1+ 2 cost + 2% cos(21) ... + 2xcos(n) = > ¢ =
k=—n

e 2n+1firt=2kr, keZ

sin[(n+%)t]

sin(Z) sonst

Die Partialsummenfolge f,(¢) ist daher fiir kein ¢ € R konvergent (n — o0)
Aufgabe 6. Beweise: Sei f(t) eine stiickweise stetige, T" periodische Funkti-

on, dann gilt:

o f(t) gerade — a; = f(t) * cos(kwt)dt, by =0

4
T

O%M‘q

Loesung 6. e Mit der Substitution T = —t erhélt man:

f(t)sin(kwt)dt = f f(=7)sin(kwr)dr =

S
-
|

|
S
—o N

f(r)sin(kwt)dr = —

f(r)sin(kwt)dr = —by,

2
T

|
S

f(t) cos(kwt)dt =

[ J
S
|
S
m\lq%w\ﬂ

N
—o

T
f(t)cos(kwt)dt + [ f(t)cos(kwt)dt] =
0

Nl
)

Sl

O N O — )N

2
f(=7)cos(kwT)dT + [ f(t)cos(kwt)dt] =
0

f(t)cos(kwt)dt

N

Aufgabe 7. Gegeben ist die Rechtecksschwingung:
R(t)=0, t=0,t=mt=2rm

Rit)=1, O<t<m

R(t)=-1, wm<t<2m
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Rit;
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Ist die Rechteckschwingung;:
O stetig auf [0, 27]
O stueckweise stetig auf [0, 27]
O stueckweise stetig differenzierbar auf [0, 27]
O differenzierbar auf [0, 27]
Ist die Fourierreihe zu R(t) auf [0, 27|
O gleichmaessig konvergent
O punktweise konvergent
O im quadratischen Mittel konvergent
O divergent

Berechne die Fourierkoeffizienten!
Zeichne die Approximation!

~
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Loesung 7. O stetig auf [0, 27]
X stueckweise stetig auf [0, 27]
X stueckweise stetig differenzierbar auf [0, 27]

O differenzierbar auf [0, 27] (bei 0,7, 27 nicht diffbar)

O gleichmaessig konvergent (da 0,27, ... nicht stetig, ist aber gleich-
maessig konvergent auf [¢, 7 — €] und |7 + ¢, 27 — €] mit € €0, 7[)

X punktweise konvergent (da stueckweise stetig diffbar und periodisch,

wobei f(0) = f(n) = f(2n)=...=0)
X im quadratischen Mittel konvergent (da stueckweise stetig)
0O divergent

Hier ist R(t) eine ungerade Funktion und damit: ay, =0, k£=0,1,...
by = 2 [ sin(kt)dt =
0

e 0, Fk gerade

4
e ., Fkungerade

Man erhélt also R(t) = 2 (=2 + &3@ + %(5” +...).

R1O(t)

T
|
I
1

Aufgabe 8. Es sei f(t) =t?, —m <t < 7 eine 2r—periodische Funktion.
Ist f(t):

O stetig auf [—m, 7]

O stueckweise stetig auf [—m, 7|
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O stueckweise stetig differenzierbar auf [—7, 7]
O stetig differenzierbar auf [—m, 7]
Ist die Fourierreihe zu f(t) auf [—m, 7]
O gleichmaessig konvergent
O punktweise konvergent
O im quadratischen Mittel konvergent
O divergent

Berechne die Fourierreihe!

£(t)

7T2"

Loesung 8. Ist f(?):
X stetig auf [—m, 7]
X stueckweise stetig auf [—, 7]
X stueckweise stetig differenzierbar auf [—m, 7]
O stetig differenzierbar auf [—m, 7]
Ist die Fourierreihe zu f(t) auf [—m, 7]
X gleichmaessig konvergent
X punktweise konvergent
X im quadratischen Mittel konvergent

O divergent
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Die Funktion f(t) ist gerade — b, =0, k=1,2,...
ar = 2 [1? % cos(kt)dt =
0

° (—l)k*%, k=1,2,..
Somit erhalt man als Fourierreihe:

f(t) — %2 _ 4*1c;)st + 4*032(2t) .

Aufgabe 9. Berechne die Fourierreihe der Funktion f(z) = |sinz|!

Loesung 9. Die Fourierkoeffizienten sind:
2m

¢ = o [ |sinzle” " dx
0
Wegen e~ ™=~ = (—1)" x e folgt ¢, = 0 fiir ungerades n.

ek =1 [sing x e o dy = L [x(e™ — ™) x e7 iy =
s 27

C—y

) 0
1
2 ¥ kQ—i

2km:

o Jsina| = g 3 55 =12 3 )

Aufgabe 10. Gegeben sei die 2mr— periodische Funktion
flz)=2z, O<z<m
flxy=m 7w<x<2rm

e Bestimme die reellen Fourierkoeffizienten!

e Berechne die komplexen Fourierkoeffizienten mithilfe der Transforma-
tionsformeln aus dem Skript!

e Bestétige das Ergebnis durch direkte Berechnung der komplexen Fou-

rierkoeffizienten.
Loesung 10. © ap=17 f f(x) * cos(kx)dx =
= 27r
L[ xcos(kx)dx + L [ 7 cos(ka)dx = —14;5;1)1@
0 s

o bpy=1= Tf(:c) x sin(kx)dr =
0

T 27

L [« sin(ke)de + L [ 7% sin(kx)de =
0 ™

—19F | —14+(=D*F _ 1
k9 + (=" _

k k
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3

° agzéw—i-ﬂ: 5

e Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten mittels Formeln aus

dem Skript:
__ 3m
Co = Y
Cr = % (#) - (Tl)]

[
cn =3+ () +i(3)

e Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten, direkt:

k=5 [ f(x)*e *dz =
0

*
1
2

T 27
1 —ikx 1 —tkx _
o= [rxe ™ dr 4+ o= [ mxe M dr =
0 T
—14(

—1+(=D* 1
oekZ T L% 21<;

Aufgabe 11. Welche Funktion f : R — R besitzt die Fourierkoeffizienten
Cp, = ﬁ, keZ

Loesung 11. Mit der geometrischen Reihe erhélt man:

z‘

—1+4e° —|— e = —1 4 €057 i (eiSInT L emisinT) — ] 49y €T y cos(sing)

2 Taylorreihen

Aufgabe 12. Mache eine Taylorentwicklung von f(x) = sinz. Wie gro8 ist
der relative Fehler fiir n=37

Loesung 12. Mit E%sinx = cosz, aa cosx = —sinx erhdlt man die folgende

Taylorentwicklung von f(z) = sinx zum Entwicklungspunkt xy = 0:

. x3 Z‘5 n 2n+1
sinw =1 — 5+ T — ..+ (=1)"* (2n++1, + Ropio(x)
R2n+2( ) = (_1)n+1 (foj%) * l’2n+3 g =0 x, 0<f<1

Fiir das Intervall [, £],n = 3 ergibt sich damit folgende Abschétzung fiir

den relatlven Fehler:

Rs(
’ sinx ’ = |7i|z\ =~ 9,713 *$8 < 9'77_*3(%)8

=1,63%10°8

Aufgabe 13. Die kinetische Energie eines relativistischen Teilchens ist ge-

geben durch:

Eraq = mc? — moc? = moc? * ( - 1(v)2 —1)
c
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mg ist hier die Ruhemasse und v die Geschwindigkeit des Teilchens, ¢ die
Lichtgeschwindigkeit. Wir fragen nach dem Zusammenhang mit der nicht-
relativistischen kinetischen Energie E = %mOUQ.

Betrachte dazu die Taylorentwicklung der Funktion f(z) = (1 + )2 zum
Entwicklungspunkt zq = 0. Entwickle dies bis zum Restglied R3. Was sind

die Bedeutungen der einzelnen Terme?

Loesung 13. \/11+—I:1—%+§*I2+R3(ZE)
E=0xx, 0<6O<1

_ 5 a3
Rs(z) = =55 * iver

— By = moc? x [3 % (£)?+ 2% (2)* + O((2)%)] Der erste Summand ist gerade
die nichtrelativistische kinetische Energie, der zweite Summand beschreibt

die relativistische Korrektur erster Ordnung.

Aufgabe 14. Bestimme den Grenzwert lim,, . x_;# durch Taylorentwick-
lung von tan(z) um 0!

Loesung 14. Zunichst berechnet man die Ableitungen von y = tanx und
damit die Taylorreihe:
y=tanz y(0)=0
Yy =1+tan’z o'(0) =0
"= 2xtanz(1 + tan®z) y"(0) =0
y" =2 (1+3xtan’z)(1 + tan’z) y"(0) =2
—y =+ 12° + o(z")
Fiir den gesuchten Grenzwert erhélt man schliellich:

1,..3 5
. r—tanx z—(z—32°+0(z°)) 1
limn o =tane = *-07 -1

3 3
Aufgabe 15. Gegeben sie f:[0,1) — R mit

B 1+ 22

fla)= 10 (10)

Ausserdem ist >~ ja,z" die Taylorreihe um zy = 0.

(a) Wie lauten die Koeffizienten:

O a=1 a1=-2 a=2 a=-2 ay=2 as5=-2 (11)
O a=0 a=-1 a=2 a=-3 au=41 a=-5 (12)
O a=1 a1=-2 a=2 a3=-2 ay=2 as5=-2 (13)
O a=1 a=-2 a=1 a3=-2 ay=2 a5=-2 (14)

(15)

(b) Wie gross ist der Konvergenzradius der Taylorreihe um 07
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(c) Wie lauten die Koeffizienten >~ b,2™ einer Stammfunktion von f?

Loesung 15.
O apg = 1
O a =0
X ag — 1
O apg = 1

|

o o o O

a; = —2
a; = —1
ap = —2
a; = —2

=(n+1)a, neN

necN

bn = ap
b, =na, n €N
bn _ Ap—1
n
bn
bn _ An1
n+1

Ay = 2
ay = 2
Ay = 2
as =1

(a) Wie lauten die Koeffizienten:

as = —2
a3 = —3
as = —2
as = —2

neN
6L4:2
CL4:4
(14:2
6L4:2

as = —2
as = —9
as = —2
as = —2

(b) Wie gross ist der Konvergenzradius der Taylorreihe um 07

Aus (a) wissen wir, dass

4 2.1
" o o
P =G5y =2 vy
und weiter 3.9.1
Glpy=9_2 2 ~
Dies koennen wir zusammenfassen:
(g — o D" mygy Z o (1)
Fa) =2 s = f0) =2 (<1 n
Damit ergeben sich die Taylorkoeffizienten:
|
=1 ar=—1 a,=2"(~1)" =2(~1)" fuern > 2
n!
Es folgt
fla)=1-z+2) (-1)"a"
n=2
Aus

folgt R =1;
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(c) Wie lauten die Koeffizienten >~ b,2™ einer Stammfunktion von f?

O b, = a, (33)
O b, =na, neN (34)
X b, = “’;1 neN (35)
0 b,=(n+1)a, neN (36)
Ant1
b, = N
0 —— € (37)
(38)
F(z) = /Zan dx = Zan /m”dx
n=0 n=0
o pntl
= . Qn, n+1 (39)
— i aj+1 j
=1 J

wobei im letzten Schritt n = j — 1 substituiert wurde.

Aufgabe 16. Entwickle die Funktion f(z) = E}% bis einschlieBlich zur
3.0rdnung um zy = 0 und gebe eine Schranke fiir den relativen Fehler an, falls
lz] < % und die Funktion durch das Taylorpolynom 2. Grades approximiert
wird!

Loesung 16. Fiir die Taylorentwicklung erhélt man: f(x) = 1+2x+x2+%x3

Fiir den relativen Fehler bei Approximation 2. Ordnung erhélt man:

|f(@)—Ta(z)| _
Rrel 17@)] = O 065

3 Zusaetzliche Aufgaben
Aufgabe 17. Beweise die Rechenregeln Zeitumkehr und Verschiebung!

Loesung 17. o g(t)= f(— )—> Gk = [k
f( fzkwtdt f f zk:wtdt —

9,
e

k:

ft)ettat = f-,
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e g(t) ZTemtf(t) = Gk = frn
9% — ff(t)einwt * efikwtdt ff i(k—n wtdt ka—n
0

T+a

T
gk — ff(t+ —zkwtdt f f —zkwt a dt —
N .
ezkwa f f(t)ezkwtdt — ezkwafk
0

Aufgabe 18. Gegeben sei die 2r— periodische Funktion f(x) = x * cosz
e Welche Fourierkoeffizienten sind auf jeden fall 07
e Berechne die Fourierreihe von f(z)

Loesung 18. e f(x) ist eine ungerade Funktion, da cos(x) eine gerade
und z eine ungerade Funktion sind. Daher sind die Fourierkoeffizienten
ay, alle Null!

2 2

o by =1 [ f(z)xsin(kz)de = L [ x* cosz x sin(kz)dr =
0 0
— k22§1 — f(z) = k; —kgﬁlsin(k:x)

Aufgabe 19. Bestimme die reellen Fourierkoeffizienten der 27 periodischen
Funktion

fl@y=1~Lxa? O<z<nm

flz)=2r—2, w<z<2rm

Loesung 19. o q, =1 f f(z) * cos(kx)dx =
s 27r
1r %2 x cos(kx)dz + L [(2m — x) * cos(kx)dx =
0 ™
2(=DF _ (=DF-1 _ 3x(=1)k-1
mk? k2 o mk?
2
o by =1 [ f(z)xsin(kz)dr =
0
27

’“"72 * sin(kz)dx + £ [(21m — x) * sin(kz)dx =

1
T

S—x

i
2424 (—1)F =14 k25 (—1)Fxm? (=)
m2xk3 + k —
92 % 14+(=1)1HF4r2s(—1)Fxk2
T2xk3
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7r 27
%f’”—;dx—f—%f@ﬂ—x)dx:%”
0 ™

Aufgabe 20. Es sei f : R — R 27 periodisch mit f(z) = max(0,x) fiirz €
(—m, 7). Bestimme die Fourierkoeffizienten von

o f
° g=f(-x)
e h=f+g

Zeichne den Graphen und gebe die ersten Summanden der Cosinus-Sinus
Darstellung an.

Loesung 20. e fo=71

. . s . s ~ R
th(f+g)k=fk+gk=fk+f—k=(7lr)Tl

2*cosx . 2*005(333)

S’L?’L l’

..+ sinx —

A V

%m

i
i
__ 7w _ 2%cosx __ 2xcos(3x) sm(2m) __ sin(3z)
o g(z) =17 < o — sinx + + ..
\ | |
L Lt
-2 —T m 2
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_m Axcosx o 4*005(31)
¢ h(&?) 2 s iy

-2 - 0 i 2r

Aufgabe 21. Sei f: R — R

fz) = /Ow dt ez (40)

(a) Geben Sie die Taylorentwicklung bis zur (einschliesslich) 5. Ordnung
um zo = 0 an.

(b) Welchen Konvergenzradius hat die Taylorreihe?

Loesung 21. (a) Man erhaelt f(z) = 2 — 2%+ 52+ . ., entweder durch
konsequentes Ableiten oder durch integrieren der Exponentialfunktion
2

e =1 — %tQ + %% (e‘m2 konvergiert gleichmaessig und damit darf

man Summe und Integral vertauschen.)

(b) R = o0, da die Exponentialfunktion den Konvergenzradius oo hat und
Integration aendert den Konvergenzradius nicht.
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