THOMAS SIEGERT

Losungsvorschlag zum Ubungsblatt:

Differentialgleichungen

Aufgabe 1)

a) Die hochste Ableitung der DGL ist die vierte, also hat die DGL Dimension 4.

b) Entweder Einsetzen, was ziemlich lange dauern wiirde, oder:
Exponentialansatz: y(x) = Aet*

y'(x) = A4e?,y" (x) = 124e?,y"" (x) = 234e™,y@® (x) = 1*4e™*
SM—4B3+712-61+2=0

Wie man leicht errét, ist die erste Nullstelle 4; = 1. Also ist e* Losung der DGL.
Durch Polynomdivision erhilt man die kubische Gleichung: A3 — 342 + 41 —2 =0
Auch hier errdt man A, = 1 als Nullstelle. Demnach ist xe* Losung der DGL.

Eine weitere Polynomdivision bringt uns auf: > —21+2 =0

Mit der Mitternachtsformel erhélt man A3/, = 1 + i.

Also sind e* cos(x), e* sin(x) und e*(sin(x) — cos(x)), als Kombination
der beiden Losungen, ebenfalls Losungen der DGL.

Die Nullfunktion 16st diese Funktion auch.

c¢) Die partikuldre Losung der inhomogenen DGL ist y, = 1.

L ={a,e* + a,xe* + aze* cos(x) + a,e* sin(x) + 1|ay, a,, as, a, € R}

0= () =50~ () 0 =505 20 ()= 0

~ 0 1
A= (

6 1
noch obere Dreiecksmatrix ist, muss sie diagonalisiert werden:

) ,da diese Matrix weder nilpotent,

det(A — A1) = 2> = 1 — 6 = 0 (2 Polynom vom Exponentialansatz)
= Al = 3und12 = -2

)~> —3% = —%, & freie Variable: %, = u & ¥, = (é)“



2 1

; 3) ~ > 2%, = —X, © freieVariable %, =y © ¥, = (_12)V

LN

—2,1=(

~ 1 1 _ 1 -2 -1
S - (v1 vz) = _ = S 1 _ == _
(3 2) det(S)( 3 1 ) 3/5 1/5
E83t+§e—2t EeSt_Ee—Zt
etZl — S—ldiag(e/llt,e/lzt)s — 5 5 5 5
§e3t_le—2t §e3t+ze‘2t
5 5 5 5
2 3 2 2
Ze3t 422t Z 3t _Z -2t
#(6) = (»f(t)) = etAy, =3 5 5 5 (5)
x(t) 3 50 1 50 3 50 2 5 |\5
—e’" ——e —e’ +—e
5 5 5 5
Sren X(U) _ (4e3t + 7%
X(t) - (X(t) - (6€3t _ e_Zt)

Achtung! 6e3t — e"?t ist nicht die Ableitung von 4e3' + e~2! , sondern nur die
Hilfte! Dies kommt durch die Anfangsbedingungen zu Stande.

Aufgabe 3)

a) Exponentialansatz: x(t) = Ae?t, x(t) = 1Ae?t, ¥(t) = 1*4e™

<=>1/12 1/1+1—0<:>/1 =24+ 2i
16" "4* 727 /2 = 4L 4l

= Fundamentalsystem: e?! cos(2t), e?! sin(2t)

b) Partikulire Losung: X,, = i & x(t) = Ae?tsin(2t) + Be?t cos(2t) +%

(0)—1—B+1<:>B—1
) =5=87y ~ 2

x(t) = 2e?'sin(2t) (A — B) + 2e?t cos(2t) (A + B)

1 1
x(0)=§=2(A+B)<=>A+B=Z<=>A=O

1 1 1
& x(t) = ZeZt cos(2t) + i Z(l + e%t cos(2t))



Aufgabe 4)

1 1 3
a) A=(0 1 -2
0 0 1
b) A ist obere Dreiecksmatrix und kann in eine Diagonal- und nilpotente Matrix
aufgeteilt werden, welche kommutieren:

1 0 O 0 1 3
A=D+N={0 1 0)+(0 0 -2
0 0 1 0 0 O

ptA — ot(D+N) — otD N —
et 0 0 1 0 0 0 t 3t 0 0 t?
=(0 et O) (0 1 0>+(0 0 —2t)+<0 0 0) =
0 0 et 0 0 1 0 O 0 0O 0 O
1 t t?>+3t et tet e'(t?+ 3t)
= 01 =2t |]={0 et —2tet
0 0 1 0 0 et
x1(8) et tet ef(t?+3t)\ /1
x(t) = [ x,(t) | = etxp = et —2tet (1)
x5 (t) 0 et 1
(t+ 1%+ 2t
x(t) = et 1-—2t
1
Aufgabe 5)
a) x(x' () =12t o x-—=12t> @ x - dx = 12t% - dt

x(t) t

1 1
& ] x dx = j 12t%dt Ex(t)2 ——x2=4(t3—-td)

2
Xo to

3 3 2 : 1 2 3
o x(t) = + |83 — t3) + x2 Vit > (—§x0+to)



b) (y’(x))z =4 (L)z —4x? = y'? = 4x? — 4(xy)? = 4x%(1 — y?)

y(x) y(x)
y'
& =4x? & —— —2x<:> —Zxdx
1—y? / ,/
y(x)
& j Jidy = J 2x dx
& arcsin(y(x)) — arcsin(y,) = x% — x¢
& y(x) = sin(x? — x2 + arcsin(y,))
—x _ In(x) 1 I X
C) X - yl(x) y’(x) = y =X (ln(x) + 1)1
Wir suchen also nur eine Stammfkt.
y(x) x X
o [ dy=[xrne + 1) dx = [ @ n@) + 1) dx
Yo Xo Xo

Substitution: u(x) = x - In(x) & Z—Z =In(x) +1 & du = (In(x) + 1)dx
u(xo) = xo - In(xo)
x-In(x)
S yx) —y, = j et du = x* — x,°

xo-In(xo)

< y(x) =xx—xg° + v,



Losungen zur Differentialrechnung

VON CARLA ZENSEN

Aufgabe 1: Definitionen

a) Fiir x € R? gilt

0 f(I) _ llmf(xl + h,fﬁg,xg)) — f(x171-27x3)

— R
6.%’1 h—0 h <

Andererseits ist die Funktion 8%1 f :R?® — R punktweise definiert durch die Funktionsvorschrift

flx1+ h, 2o, 23) — fa1, 22, 23)

) eR

(x1,22,23) — =— f(x1.29,23) = lim
h—0

63;1

Im ersten Fall handelt es sich bei dem definierten Objekt um einen Funktionswert, der eine reelle
Zahl ist, im zweiten Fall um eine Abbildungsvorschrift. Nicht verwechseln!

b) e Ouf(x,y,2) =Y 2!

Oyf(z,y,2) = % ‘lnz, da

0:f(z,y,2) = %

OyOu f(x,y,2) =0y (L - 2v71) = g -(1+ylna)
)

azayf(xayvz ;1 :

=0, (%-mx):“ (1+ylnw)
9. f(a) st 6
(8yf(a)) = (lnl-P) =3 (0)
azf(a) 7:1372 -1

Die Funktion ist natiirlich nicht stetig auf R?, da schon f(,-, z) in der Null nicht stetig ist. Deshalb
ist die Funktion dort auch nicht differenzierbar.

¢) D= (Ry\ {0} x Ry \ {0}) U (R_\ {0} x R_\ {0})
W =[-1,1]

[ ]
<
=
IS}
~—
I

Inzy 1
Y Yy

Inzy 1-Inzy
)

e 0. f(x,y) = —sin

o J,f(x,y) = —sin
1
o Vf(z,y) = (g:ﬁi:%) —sinln%. (1313:101/)

L va(x,y) = Vf(x,y) : (12> = a:z:f(xvy) - 2ayf(xay)

1 fa Oy 0, 1 1
&) Dfow) = el o) = (38 5 aw = (1 1)



Aufgabe 2: Gradient und Hohenlinien

Abbildung 1: Plot der Funktion f(z,y) = zy

a) Hohenlinien (Abb. 2) findet man durch Konstantsetzen der Funktion
flay)=ay=c=zpyo, ceR = y(z) =22

b) Der Gradient (Abb. 3) ist Vf(z,y) = (gﬁ;g 53) - <}Z>
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Abbildung 2: Hohenlinien Abbildung 3: Gradient

c¢) Die Gleichung einer Héhenlinie ist y(z) = *>¥0. Die Tangente an einen Punkt der Hohenlinie kann

beschrieben werden durch

T(I)=y0+y'(930)'(x—5ﬂ0)Zyo—@‘(m—ﬂﬂo):—@‘m-F?yo
To Zo

Um zu zeigen, dass der Gradient senkrecht zur Tangente steht, bildet man das Skalarprodukt des

Gradienten im Punkt (2o, yo) mit dem Richtungsvektor v = (1, —%2) der Tangente:

1
(ig) : (_y_o) =Yg — To - Z—Z =0 = v(z0,%0)LV f(20,%0) Y(z0,Y0)

(i) = ()

d) Die DGL lautet ausgeschrieben

Leitet man die zweite Komponente ab und setzt & ein, erhélt man ein Differentialgleichungssystem

i =’z
o 2
y=ay

das man beispielsweise mit Exponentialansatz x(t) = A - e* (fiir y analog) mit den Anfangsbedin-

gungen z(0) = xg , ¥(0) = yo, ©(0) = 0 und ¢(0) = 0 16sen kann:
x(t) =% e + 20 . e = g4 - coshat
%o L. e =y, - coshat



Nach Eliminierung des Ausdrucks cosh at erhilt man fiir die Bahnkurve des langsamen Oltrépfchens

Yo
t = — -
y(t) w0 "

Der Hintergrund hierbei ist, dass sich das Oltrépfchen aufgrund der starken Reibung quasistatisch
bewegt, also immer ,bergab* fliefit und nie noch Schwung iibrig hat. Somit bewegt es sich geradlinig
abwérts (allein aus der Bahnkurve kann keine Richtung abgelesen werden!).

Aufgabe 3: Partielle Differenzierbarkeit

Die Funktion ist fiir (x,y) # 0 stetig als Komposition stetiger Funktionen. Fiir (0,0) betrachtet man

. 1 (@,y)—(0,0)
f(z,y) = £(0,0)] = |(2? +y2)51nm <24y TS0

Die Funktion ist also auf dem gesamten Definitionsbereich stetig. Fiir (x,y) # (0,0) ist die Funktion
partiell differenzierbar und in (0,0) gilt:

0. f(0,0) = éﬁw = ]llzmhsm% =0

analog gilt 9, f(0,0) = 0. Also ist f auch partiell differenzierbar.

Aufgabe 4: Differenzierbarkeit

f ist total differenzierbar in xy. = f ist stetig in xg

f ist partiell differenzierbar in zy = f ist stetig in g

f ist partiell differenzierbar in g = f ist total differenzierbar in zq

f ist stetig partiell differenzierbar in xy = f ist stetig in xg

f ist total differenzierbar in xy = f ist partiell differenzierbar in zq

Die Richtungsableitungen fiir beliebige Richtung ex. in xg = fist stetig partiell differenzierbar
rkldrungen: siehe Skript von Dienstag unter Differenzierbarkeit

o
w0 CO5E00 O 6D

b) e D,f(a )_mw fﬂ%w lm% N I ”1“2W lzm /07 Vg —2— 2+ . =

= \/U11}2U2 \/1}1’02

e Die partiellen Ableitungen existieren, da sie einer Richtungsableitung mit der Richtung (1,0)
bzw. (0,1) entsprechen und die Existenz der Richtungsableitung schon gezeigt wurde.

D1.0f(0,0) 0
V£(0,0) = [ 0000 ):()
100 = (p02700) = o
e Es soll die Definition der totalen Ableitung an der Stelle ((0,0),£(0,0)) verwendet werden und
aukerdem y=(h,h) als Nullfolge. Beachte, dass f(0) =0 und Df(0) =0

lim [f(0+y) — f(0) - Df(O)y| _ lim [f(h,B)| im h? _
y=(h,h)—0 lyl (h.h)—0 |(h,h)|  (hh)—02R2 - /A2 + K2

1 1
= lim —=—+
(hh)—02y/2  2¢/2
Also erfiillt der Differentialquotient die Definition nicht und somit ist die Funktion bei 0 nicht
differenzierbar.

e = Das kann man ohen weitere Rechnung nicht sagen, da Stetigkeit aus Differenzierbarkeit
folgen wiirde, die Funktion aber nicht differenzierbar ist. Partielle Ableitungen kann es
auch geben, falls die Funktion unstetig ist!!



Aufgabe 5: Summenregel

f,9:U—R™, fghbeix e U CR differenzierbar.

Setze A=Df(x)+Dg(x). Wir interessieren und fiir die Funktionensumme (f+g) an der Stelle x, also setzen
wir dies in die Definition der totalen Ableitung ein. A=Df(x)+Dg(x), da wir zeigen wollen, dass dies die
Ableitung der Funktionensumme (f+g) ist.

lim S F9) @ +y) = (f +9)(x) — Ayl
y—0 \y|

Zu zeigen ist jetzt nur noch, dass dieser Ausdruck wie in der Definition verlangt, null ergibt.

iml 9@ +y) = (f+9)(@) = Ayl aey. . |f(@+y) + 9@ +y) — f(z) —g(z) = Df(x)y — Dg(x)y| _
y—0 [yl y—0 [yl N

|f(z +y) — fx) = Df(@)y(] lg(z +y) — g(z) — Dg(x)y| dey.

< lim + lim ="0+0=0
y—0 ly| y—0 Y
Aufgabe 6: Kettenregel
To X 0
a) Df(zlvx2ax3): (02 i _552>
xr3 T3
0 0
1 1
Dg(y1.92) = | cosyy 0
1
0 %
0 0 0 0 0
1 1 T9 I 0 To T + L —z2
D = D D = T = 3 z3 =
(go f)(z) g(y)Df(x) COS Y1 (1) ( i _Lj,) ToCOSY; X1 ccl)s Y1 (12
0 E O Y23 71/273
0 0 0
- o T —+ i —22
| xgcosxizs xicosxzize O
0 L -1

T2
wobei im letzten Schritt die Transformation

()
Y2 %

eingesetzt wurde, da die Verkettung der Funktionen von x abhingen soll.

b) D(gof)(gaevl):

o0 o
B
oy L O
—
|
)



