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1. Zweiniveausystem

Der Hamiltonoperator eines Zweiniveausystems lautet
H = e(|1)(2[ +[2)(1])

Dabei sind |1) und |2) die normierten Basiszustédnde. Der Parameter € > 0 hat die Einheit
einer Energie.

(a) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung von H beziiglich der geordneten Basis (|1),|2))

(b) Bestimmen Sie die Energieeigenwerte sowie die zugehorigen normierten Eigenzustén-

de von H.
(c) Ein Teilchen befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand

[4(0)) = A(3[1) +4]2))

Bestimmen Sie die Normierungskonstante A und die Wahrscheinlichkeit, bei einer
Energiemessung zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 den groferen Energieeigenwert zu erhal-
ten.

(d) Wie grof sind jeweils die Wahrscheinlichkeiten, zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 das Teil-
chen im Zustand |1) bzw. |2) anzutreffen?

Lo6sung

(a) Wir berechnen die Matrixelemente H,; = (¢|H|j) und erhalten
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(b) Die Eigenwertgleichung
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(c) Die Normierungskonstante erhilt man durch:
= (W(0)[(0)) = [AP(9(1]1) + 0+ 0+ 16(2[2)) = 25]A]* = |A] = -
Wir miissen nun die Zeitentwicklung von [¢(t)) berechnen. Es gilt formal:

(1)) = e~ 77](0))

Stellt man jedoch
= anlxn)

als Linearkombination aus Eigenzustinden |y,) des Hamiltonoperators dar, so gilt:
= Zane’%m\x@ = Z ane’%Entlxﬁ

in unserem Fall gilt
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Das heiftt, die Wahrscheinlichkeit, bei einer Energiemessung zu einem Zeitpunkt
t > 0 den grokeren Energieeigenwert ¢ zu erhalten, gegeben ist durch:
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Das heift, die Wahrscheinlichkeiten, zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 das Teilchen im

Zustand |1) bzw. |2) anzutreffen, gegeben sind durch
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2. Rechnen mit Kommutatoren

Gegeben seien die Komponenten des Drehimpulsoperators L, L,, L, und ein Operator
A mit [A, L,] = [A, L,] = 0. Zeigen Sie: [A, L,| = 0. Hinweis: Setzen Sie fir L, die Rela-
tion L, = 1/(ih)[L,, L,] ein.
Losung:
Es gilt
ih[A, L] = [A,[L,, L)) =[A L, L, —L,L,] =[A L,L,]—[A L,L,] =
= LA L,+[A L;]L,—LyJA L] —[A L)L, =0

3. Variationsprinzip

Betrachten Sie die auf 1 normierte Wellenfunktion

Yu(z) = Aexp (—%)

(a) Berechnen Sie die Normierungskonstante |A|
(b) Sei

2m 2 2 1] mw

Fir welchen Wert der Lange L ist der Erwartungswert E = (¢|H|¢)) minimal?
Vergleichen Sie den minimalen Wert F; mit dem Exakten Energieeigenwert des
Grundzustands von H.

2 2
H= LPQ + 1muﬂac2 _fw [—52% + <£> ] mit § = e
x

Lo6sung
(a) Wir bestimmen zuerste die Normierungskonstante

(Yrlvr) = 2|A|2/0 exp (—2%) dz = |APPL A = %

(b) Um Ej zu berechnen, brauchen wir <1/JL|%W)L> und (¢ |xz?|yr). Fiir den letzeren
erhalten wir
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Fiir den ersten Erwartungswert erhalten wir:
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Also erhalten wir
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Extrema von Ej, erhalten wir durch
dE;,  hw 2 L L\? Fiw
O=—=—|-"2—=+—= =(=) =vVv2 Ep=—>
iL 2<L3+62 5) ~V2 B= g
Also ist die ndherungsweise Grundzustandsenergie aus dem Variationsprinzip héher
als die tatsdchliche Grundzustandsenergie.
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4. Harmonischer Oszillator im elektrischen Feld

Betrachten Sie ein Teilchen der Ladung e im Potential eines harmonischen Oszillators.
Zusatzlich wird ein elektrisches Feld I’ eingeschaltet. Der Hamilton-Operator ist gegeben
durch

2
1
H = p—+—mw2m2+eFx

2m 2 ~~
~- H
Ho

(a) Geben Sie die exakten Energieeigenwerte von ‘H an. (Hinweis: Sie dirfen verwenden,
dass die Energieeigenwerte von Hy durch EX = hw(n + 1/2) gegeben sind. Formen
Sie H geschickt um.)

(b) Geben Sie die Eigenfunktionen von H an. (Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass die
FEigenfunktionen von Hy durch

mw\i 1 mw _Llmw,2
i) = (T5)" gt (\/ ?””) ¢

gegeben sind.)

(c) Betrachten Sie H; als kleiner Stérterm und berechnen Sie in erster und zweiter

Ordnung Storungestheorie die Energiekorrekturen AEY und AED. Vergleichen Sie
das Ergebnis mit dem aus der Teilaufgabe (a). (Hinweis: Benutzen Sie Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren)

(d) Wie wiirden Sie Stérpotentiale der Form H' = \x?, H' = A\z®, H' = \z* rechnerisch
behandeln?

Losung:

(a) Wir formen um:

p* 1
H = ——+-mw’zs® +eFz =
2m 2
2 2 2
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Fiihren wir eine Koordinatentransformation der Form z’ = x + eF/(mw?) durch, so
erhalten wir wegen 92 = 92,
21 , 27

_ - 2/_
M=o, Tame e — 5

(1)

der den Hamilton-Operator eines harmonischen Oszillators mit konstanter Energie-
verschiebung darstellt. Daher lauten die Energieeigenwerte

1 e?F?
E) = h e
n = W <n+ 2) 2mw?




(b) Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators sind gegeben durch

Fay = (M) [ 1) o pean
¢”(x)_<ﬂh> an[H"( hx)g 2h

W (z) = <mw>i 1 7 mw n el _lme (g ek )
=\ onpl " R\ T ez )€ "

(c) Wir berechnen die Energiekorrekturterme

k’ ! 2
AEWY = (n|H'|n) und Z I |H |n |
k#n

also:

Dabei verwenden wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
+ = /%<_~L> — @( ~L>
“ 2h . me “ 2h x—i_lmw
Durch diese lédsst sich der Stéroperator ausdriicken:

H' =eFE (a+a™)

2mw

Die Energiekorrektur 1. Ordnung verschwindet

eE (a+a")

AEWY = (n|H'|n) = <n

2mw n> =0
aufgrund der Giiltigkeit der Relationen
alny =+vnln—1)  atln) =vn+1n+1) (n|m) = 6pm

Nun berechnen wir die Energiekorrektur zweiter Ordnung:

ap = SUPINE 5o Sl atn)
o E? = 2mw  hw(n — k)
2?2 kln — 1)? 1)|(k 1)?
_ e Z“K n = DI (ot Dlkkln + 1)
2mw? n—k n—k
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Y n (n+1) ]  €*F?
Co2mw?n—(n—1) n—(Mm+1)]  2mw?

Wir erhalten durch Stérungsrechnung

2 172
E;L_E2+AE,(})+AE§)_hw<n+l> _ ok

2 2mw?

Diese Energieeigenwerte stimmen mit den exakten {iberein.

(d) Stérpotentiale der Form H' = \z?, H' = A\x3, H' = \x? lassen sich auch mit Hilfe
von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren rechnerisch behandeln:

Ao\ 2
H/—Ax"—)\(%> (a+a")...(a+a")
n:rrrml

Beim “Ausmultiplizieren” muss beachtet werden, dass die Operatoren a und a™ nicht
vertauschen. Fiir grofe n ist die Rechnung aufwendig.



