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Nur wenige quantenmechanische Probleme (z.B. der harmonische Oszillator
dieser ist jedoch oft selbst eine Niherung) lassen sich exakt 16sen, es ist somit
notig verschiedene Néherungsmethoden zu verwenden.

In dieser Vorlesung werden wir drei Ndherungsmethoden betrachten, die ver-
schiedene Problemstellungen abdecken.

Mit der Storungstheorie kann man Probleme behandeln, bei denen sich der
Hamiltonoperator nur um einen kleinen Zusatzterm von einem exakt 16sbaren
Hamiltonoperator unterscheidet.

Die Variationsmethode kann verwendet werden, wenn das Aussehen der Wellen-
funktion bereits ungefahr bekannt ist. Man variiert dann einen Parameter und
optimiert damit das Ergebnis. Man verwendet die Variationsmethode meist zur
Bestimmung der Grundzustandsenergie.

Die WKB-Naherung schliefllich ist eine sogenannte semi-klassische Ndherungsmethode
und kann in (1d-)Systemen verwendet werden in denen die kinetische Energie
viel grofier als die potentielle Energie ist.

1 Storungstheorie

In der Storungstheorie sind zwei grundsétzlich verschiedene Félle zu unterschei-
den.

Die zeitunabhéngige Storungstheorie beschéftigt sich mit der Verénderung der
bekannten Figenzustéinde und der entsprechenden Energien.

Im Gegensatz dazu macht man mit Hilfe der zeitabhéingigen Storungstheorie
Aussagen iiber die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den ungestdrten
Zustdnden unter Einfluss der Storung.

1.1 Zeitunabhingige Storungstheorie

Wir nehmen folgenden Hamiltonoperator an:

H = Hy+ \H;
wobei Hy ein exakt 16sbarer Hamiltonoperator mit H|no) = E%|ng) und AH;
ein kleiner Storterm sind.
Wir betrachten zunéchst den Fall energetisch nicht entarteter Zusténde, d.h. zu
jedem E? gibt es nur genau einen Eigenzustand |ng).

Weiterhin nehmen wir hier an, dass A klein ist und die Erwartungswerte von H 1
hochstens in der selben Gréflenordnung wie die von Hy liegen.



Die grundlegende Annahme ist nun, dass jeder ungestorten Eigenzustand
|ng) durch die Stérung in einen Zustand des gestérten Systems |n) iiberfithrt
wird.

Es gilt also:

limx_o|n) = Ing)
Wir entwickeln nun den gesuchten Eigenzustand des gestorten Systems |n) in
Eigenzustinde des ungestorten Systems:

1) = cnglno) + D dinglmo)

mo#no

Wir sehen:
(nln) = 1= lene + Y dm|” =

mo#no
Da die Eigenzustéinde des ungestorten Systems eine Orthonormalbasis bilden,
gilt ndherungsweise (linear in A\) wegen limy_.o|n) = |ng):
Cny =1 und dp, = O(N)
Nun betrachten wir mit einem beliebigen ungestorten Eigenzustand |lg) # ||no):

(H — E,)|n) =0

= (lo|(H — Ey)n) = di,(Ei, — En) + Mlo|H1lno) + X > dig (lo| Halmo) = 0
mo#no
Der dritte Term ist oc A% und kann daher in linearer Niherung vernachléssigt

werden.
Wir erhalten also N&herung:

_ )\<10|ﬁ1|n0>

d
T VR, - By

+0(\?)
Damit kénnen wir nun den Zustand |n) aufschreiben:

mo|H1|n
) =g+ Y Smolfle) ) o
mo

mo#no
Die Eigenenergien erhalten wir iiber:

(nol(H — Ey)[n) = (Eny — En) + Mno|Hilno) + X Y dun,y (nol Hi|mo) =0

mo#no

|(no Hy|mo) |?

no Emg

= Ey = By, + Mno|Hilng) + 22 Y~

mo#no

+0(\%)

Wir erkennen sofort die Energiekorrekturen 1. und 2.0Ordnung.



Wir wollen nun noch die mégliche energetische Entartung der ungestorten
Zusténde beriicksichtigen (z.B. Wasserstoffatom).
Es folgt hier nun keine lange Herleitung, sondern nur ein plausibles Ergebnis.
Es gelte: R
HO‘n6> = En,

Wir schreiben nun:
m0|H1\n0 9
Zal|n0 YA Z —F Zﬁl|m0 +0(N\%)
mo?fno mo T

Wir betrachten Energiekorrekturen nun nur noch linear in A und kénnen den
letzten Term vernachldssigen:
> lail’ =
i

(n|Hn) = Z\al\ E,, +/\ZZa a;(nd | Hy|ni)

w—/
=En,

Damit gilt fiir die Energiekorrektur 1.0rdnung in A:
aj((n[H|n) — En,) = XY ai(ng| Hilng)
Mit dieser Formel kann man die Energiekorrekturen 1.0rdnung in A berechnen.

1.2 Zeitabhingige Storungstheorie

Nun gehen wir davon aus, dass wir zu einem ungestorten System mit zeitun-
abhéngigem Hamiltonoperator Hy zur Zeit t = ¢y eine Storung V (t) hinzuschal-
ten.

iho | (t)) = (Ho + O(t — o) V(1)) ¥(t))
Mit der Anfangbedingung: |¥(t)) = |¥o(t)) falls t < tg
Wir wechseln in das sog. Wechselwirkungsbild (Dirac-Bild), um die Zeitentwick-
lung verursacht durch den Operator Hy loszuwerden und nur noch die durch das
hinzugeschaltete Potential verursachte Zeitentwicklung zu beriicksichtigen.

Wir definieren dazu: _
[W(t); = e Hol/m W (t))

Wir leiten dies nach der Zeit ab und setzen die Schrédingergleichung ein:
ihO W (1)) = —Ho|W(t)) + ot/ (Hy + V()| ¥(t))
= ihdy| (1)) = e Hot/hY (t)e~tHot/ | @ (1))

=Vi(t)

Wir schreiben nun diese Gleichung in der Integraldarstellung:

WO = 1 + 5 [ Vi) ar



Wir fiithren nun Picard Iteration bis zur ersten Ordnung (Ubergfinge erster Ord-
nung) aus und erhalten:

) = 1901+ g [ Vit

Nun nehmen wir an, der ungestorte Hamiltonoperator Hy habe die Energieei-
genzustinde |n(t)) =: e~ *1ot/"|n) mit den Energiceigenwerte E,,.

Wir wollen nun die Ubergangswahrscheinlichkeit 1.0rdnung vom Zustand [n)
in den Zustand |m) berechnen.

Die Ubergangsamplitude ist:

(m()[e(t)) = (m|e™™ [ (t)) = (m|¥(1))
Der Anfangszustand ist wenig iiberraschend:
[Wo(to))r = [W(to))r = e Mn(t)) = |n)

Wir erhalten also: .
1
W) =)+ 5 [ Vit o)

to

Damit ergibt sich die Ubergangsamplitude zu:

(m(O19(6)) = (| ¥(2))s = (i) + 55 [ (Vi)' =

=0mn

I /
G — / B =Bn)! I (g V7 (41 )
th Jy,

Die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen verschiedenen Zustéinden ist also:

2

(1) = |(m(0) [ W ()? = —

t
R / ! Er =B | V (¢ |n)dt

to

1.2.1 Fermis Goldene Regel
Wir betrachten nun den Fall einer eingeschalteten, konstanten Storung.
V() =01V

Wir werden sehen, dass Ubergiinge 1.0rdnung hier nur in einem Kontinuum
von Zustédnden moglich sind.
Es gilt namlich:

1]t / ?
Pon(t) = = /0 et (Em—En)t /h<m‘V‘n>dtl
Es folgt mit wy,, = %:
1 |etwmnt 1 S sin(wWmnt/2)
P = = =_Tmn/=) 2
() 72 - <m|V|n> ) ( wmn/2 ) ‘<m|V|n>|




Fiir ausreichend groBe Zeiten gilt: (w) = 27t (Wimn)

Wmn /2
Damit folgt:

27t
P = ==0(Em — E,)|[(m|Vn)[?

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit gilt demnach:

21
Lo = == 0(Em = En)|(m|V|n)|?
In einem Kontinuum von Zustinden sind somit Ubergéinge moglich, dort gilt
mit der Zustandsdichte p(E,,):

S Fun = [ B = o) 3 VI

2 Variationsmethode

Die Variationsmethode ist gut geeignet die Energie des Grundzustandes eines
komplizierten Systems zu finden.

Seien |n) die Eigenzustinde des Hamiltonoperators H, dann folgt fiir einen
beliebigen |¥):

(U|H[W) = " (n|¥)(n|H|¥) = ZE |(n|W)|? > EOZ (n|0)|? = Eo(U|W)
(V|H|P)

(W]w)
Wir miissen also zu einem gegebenen Problem zunéchst eine sinnvolle, von einem
Parameter abhéngige Wellenfunktion finden und diese dann minimieren.

Die Energie wird dabei sehr genau bestimmt. Um dies einzusehen betrachten
wir einen Zustand, der vom exakten Zustand minimal abweicht:

= Ey <

W) = o) +[€)

mit 4/ (ele) klein.

Dann folgt:
(V[H|W)  En+ (e[Hle)

(T[T) — (nln) + (ele)

= En 4+ 0({e|e))

3 WKB-Niherung

Die WKB-Niherung kann besonders gut fiir 1d-Probleme mit hoher kinetischer
Energie verwendet weren, also z.B. bei der Streuung hochenergetischer Teilchen
an einem Target.

Wir gehen hierbei davon aus, dass die de-Broglie-Wellenléinge \ = ? nur
langsam im Bereich des Potentials variiert.

Die Methode ist halbklassisch, d.h. wir gehen zwar von der Schrédingergleichung
aus, setzen aber einen klassischen Impuls ein:

pla) = v/2m(E — V(@)



Die Schrodingergleichung erhélt damit die Form:

20 (z) +

Die Anderung des klassischen Impulses ist nur schwach im betrachteten Bereich:
h|0sp(x)| << [p(x)|*
Wir setzen nun fiir ¥(z) mit einer einfachen Exponetialfunktion an:
U(z) = e

S hat diesselbe Dimension wie %, ndmlich die einer Wirkung.
Wir entwickeln nun S in eine Reihe tiber A:

h
S(x) =W(z)+ ZWl(m) + O(h?)
Aus der Schrodingergleichung folgt nun:
ihS" (x)¥(x) — 8" (2)¥(x) = —p*(2)¥(2)

= (W) —ih(W" + 2W{W’) + O(R*) = p?

Aufgrund der Forderung h|d,p(z)| << |p(z)|? vernachlissigen wir die O(h?)
Term und es gilt ndherungsweise:

W+ 2W[W' =0

d 1
= Wll = %ln(W/)fi

Weiterhin folgt aus dem Wegfall der O(h) Terme:

W(z) = + /x (@' )da’

Wir fassen nun also zusammen:

= U(x) = pi(as) exp <:i:/wp(x’)dx’> =: pi(z)eiiww)

Im klassisch erlaubten Bereich E > V(z) liefert dies oszillierende und im klas-
sisch verbotenen Bereich exponentiell fallende Losungen.
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