1 Drehimpuls

Wir werden im folgenden dreidimensionale Probleme der Quantenmechanik behandeln. Ein wichtiger Begriff dabei ist
der Drehimpuls. Wir werden zuerst die Definition des quantenmechanischen Drehimpulses anhand der Definition des
Bahndreheimpulses begriinden. Danach betrachten wir algebraische Eigenschaften des allgemeinen Drehimpulsoperators,
die nicht nur fiir den Bahndrehimpuls gelten.

1.1 Motivation fiir die Definition des Drehimpulses

In der klassischen Mechanik ist der Bahndrehimpuls eines Teilchens beziiglich des Koordinatenursprungs gegeben durch
L=rxp

Aufgrund des Korrespondenzprinzips ist es naheliegend, den quantenmechanischen Bahndrehimpuls folgendermalien zu
definieren:

L=rxp
Das heifit

Lo=gp.—2py  Ly=2po—2p. L. =2p, —Jha
Aus Ubersichtlichkeitsgriinden (bzw. Faulheitsgriinden) lassen wir im folgenden " fiir Operatoren weg. Mit Hilfe der
Vertauschungsrelationen [x;, p;] = ¢/d;; lassen sich die fundamentalen Vertauschungsrelationen fiir den Bahndrehimpuls
herleiten:

(Lo, L, =ihL.  [L,,L.]=ihL,  [L.,L,] =ihL,  Merkregel: L x L =iAL (1)

1.2 Algebraische Eigenschaften des Drehimpulses

Nun betrachten wir allgemeine Eigenschaften von Drehimpulsoperatoren. Diese Eigenschaften werden wir spéter an Bei-
spielen und Ubungsaufgaben veranschaulichen. Die in diesem Abschnitt betrachteten Eigenschaften beruhen auf die al-
gebraische Eigenschaften des Drehimpulses und gelten deshalb nicht nur fiir den Bahndrehimpuls, sondern -wie wir bald
sehen werden- fiir jeden Drehimpuls (z.B. Spin, Gesamtdrehimpuls)

Allgemein versteht man unter einem Drehimpulsoperator einen vektorwertigen Operator L = (L, Ly, L.)T, dessen
Komponenten folgenden Vertauschungsrelationen geniigen:

[Ly, Ly =4hL, [Ly, L] =ihL, [L., L] =1ihL, 2)
Auflerdem werden wir aus praktischen Griinden noch folgende Operatoren definieren:

Drehimpulsquadrat: L2=12+ L.12/ + 12 3)

Leiteroperatoren: Li=1L,+xiL, (@)

Es gelten folgende wichtige Kommutatorrelationen:

L% L] =0 fir i€ {x,y,z2} ©)

L%, Li]=0 [L.,Ly]=+hLy [Ly,L_]=2hL, (6)

Die Gleichungen (5) bedeutet physikalisch, dass das Quadrat des Drehimpulses (d.h. sein absoluter Betrag) gleichzeitig
mit einer Komponente messbar sind. O.B.d.A betrachten wir die z—Komponente (wir hitten genaus so x oder y wéhlen
konnen, aber in den meisten Lehrbiichern wihlt man standardmiBig die z—Komponente). Wegen [L2, L] = 0 existieren
gemeinsame Eigenzustinde von L2 und L. . Sei nun |¢) ein gemeinsamer Eigenzustand von L? und L, d.h.

L) = A[)  L.|) = ply)

Man kann allein aus den oben aufgelisteten Vertauschungsrelationen zeigen (siche Anhang), dass A = A%/(l + 1) und
= hm gilt. Wir halten also folgendes fest:




1.3 Bahndrehimpuls

. Die drei Komponenten des quantenmechanischen Drehimpulses sind nicht gleichzeitig messbar. Der Drehimpuls
unterscheidet sich in dieser Hinsicht wesentlich vom Impuls, dessen drei Komponenten gleichzeitig messbar sind.

. Wiihrend in der klassischen Mechanik der Drehimpuls eines Teilchens, das sich in einem kugelsymmetrischen Po-
tential (Zentralkraftfeld) bewegt, nach Betrag und Richtung zeitlich konstant ist und daher alle drei Komponenten
wohldefinierte Werte haben, sagt die quantenmechanische Beschreibung, dass zwar das Betragsquadrat des Dre-
himpulses zeitlich konstant ist, dass aber von seinen drei Komponenten nur eine einen zeitlich konstanten Messwert
hat, wihrend die beiden anderen Komponenten einzeln nicht gleichzeitig messbar und daher nicht exakt bestimmbar
sind.

. Die gemeinsamen Eigenzustinde |/, m) := |t;,,) von L? und L, sind durch die Drehimpulsquantenzahl [ und die
Azimutal- bzw. magnetische Quantenzahl m charakterisiert, es gilt

L2|l,m) = R2I(1+ 1)|I,m)  L.|lm) = hml|l,m) @)

. Aus den fundamentalen Vertauschungsrelationen fiir Drehimpulse [L, L, ] = ihL. (und zylisch) ldsst sich herlei-
ten, dass 2[ + 1 eine ganze Zahl und somit [ ein nicht-negatives Vielfaches von % ist. Fiir jeden Wert von [ gibt es

2l + 1 erlaubte Werte fiir m, die von —[ bis [ in ganzzahligen Schritten variieren. D.h.:

1
le {072,1,2,2,...} firjedesl: m=(-1), (-l+1),...,1—1,1 ®)
5. Sei |I,m) = |th;) ein gemeinsamer Eigenzustand von L? und L, mit den zugehorigen Eigenwerten A21(1 + 1)
und im, dann gilt mit Ly = L, £1iL,:
Lill,m) =h/Il+1) —m(mE1)|l,m+1) )

Beachte, dass diese Eigenschaften allein aus den fundamentalen Vertauschungsrelationen des Drehimpulses (2) folgen.
Dabei sind |, m) (abstrakte) gemeinsame Eigenzustinde von von L? und L. Die Eigenfunktionen selbst kénnen aus
den Kommutatorrelationen nicht hergeleitet werden, da wir nicht einmal spezifiziert haben, um welchen Drehimpuls es
sich handelt. Es ist zu beachten, dass die z—Achse von vornherein durch nichts ausgezeichnet ist. Daher ist es klar, dass
man die gleichen Eigenwerte fiir L, L, und iiberhaupt fiir die Projektion n-S des Drehimpulses auf einen beliebigen

Richtungseinheitsvektor n erhélt. Im folgenden werden wir wichtige Spezialfille betrachten.

1.3 Bahndrehimpuls

Nun kommen wir zum Bahndrehimpuls des Motivationskapitels zuriick. Mit dem Impulsoperator im Ortsraum p = —iAV

hat der Bahndrehimpulsoperator L = r x p folgende Darstellung:

h 0 0 h 0 0 h 0 0
L=i(g5) woi(mm) b-ilmom)

in Kugelkoordinaten

x 7 sin @ cos @
y | = rsinfsing
z rcosf

ist der Bahndrehimpulsoperator gegeben durch:

L, =ih (singoaae + cot 6 cos gpj(p) L,=ih (— cosgo% —Q—cot@singp(jp) L,= —iﬁ% (10)
Die Leiteroperatoren und das Drehimpulsquadrat haben folgende Darstellung in Kugelkoordinaten:
Ly =L, +iL, = hexp(tip) :i:ngicotHi (11)
+ — L y — p ® 90 8(,0




1.4 Spin

1 0 0 1 92
2_ 32 A S <A R 2
L°=-h (sin06981n989+sin298<p2) [AAVIR (12)

d.h. L2/(—h?) entspricht in Ortsdarstellung gerade dem Winkelanteil des dreidimensionalen Laplace-Operators:

Ao 0?2 20 1 <5‘2 cosf O 1 92

+ + =A, + ! A
orz " ror 12 \002 ' sinf00 ' sin2h0pz) T p20®
Das heif}t, dass die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulsoperators gerade die Kugelflichenfunktionen sind:

1 [2041 (1—m)

Yim (6, ) = Wor Ut m)!le(cosﬁ) exp(imyp) 1€{0,1,..}, m=—1,..,1 (13)
Es gilt:
LY, (0, 0) = h*1(1+ 1)Y,m (6, ©) L.Y1,m(0, ) = hmYi m(0, ¢) (14)

Wir sehen also, dass die Parameter [ und m, die in den Eigenwertgleichungen
L2|1,m) = h2(1 4+ 1)|l,m) L.|lm) = hmll,m)

die abstrakten Eigenzustinde charakterisierenden, im Fall des Bahndrehimpulses gerade die Parameter [ und m der Ku-
gelfachenfunktionen sind. Daher sind fiir den speziellen Bahndrehimpuls nur ganzzahlige Werte fiir die Bahndrehim-
pulsquantenzahl [ und m zuldssig. (Allein nach den algebraischen Eigenschaften des Drehimpulses sind prinzipiell auch
halbzahlige Werte fiir [ erlaubt). Fiir L, gelten noch folgende Kommutatorbeziehungen (entsprechende Relationen fiir L,
und L, erhilt man durch zyklische Vertauschung):

[L.,x] =ihy [L.,y] = —ihx [L.,z] =0

[szpm] = Z.hpy [szpy] = 7ihpm [mez] =0

1.4 Spin

In der klassischen Mechanik besitzt ein starrer Korper zwei verschiedene “Arten” von Drehimpulsen. Wihrend der Bahn-
drehimpuls L = r x p mit der Bewegung des Massenmittelpunktes verkniipft ist, ist der Eigendrehimpuls verbunden mit
der Rotationsbewegung eines starren Korpers um den Massenmittelpunkt. In der Quantenmechanik hat ein Elektron eines
Atoms zusitzlich zum Bahndrehimpuls auch einen Eigendrehimpuls, der aber nur bedingt als Analogon des klassischen
Eigendrehimpulses eines starren Korpers betrachtet werden kann. Denn ein Elektron ist, so weit wir wissen, ein struk-
turloses, punktformiges Teilchen und der Eigendrehimpuls kann nicht auf Rotation der “Bestandteile” eines Elektrons
um den Schwerpunkt betrachtet werden. Den experimentellen Hinweis auf die Existenz eines intrinsischen Drehimpulses
(Spin) der Elektronen lieferte historisch das Stern-Gerlach-Experiment.

Aufgrund der Tatsache, das der Spin genau so ein Drehimpuls ist, hat der Spin-Operator S die gleichen algebraischen
Eigenschaften eines allgemeinen Drehimpulses:

Fundamentale Kommutatorrelationen: [Sz,Sy| = ihS. [Sy,S.] = ihS, [S2,Sz] = ihSy (15)
Quadrat des Spin-Operators: S? =52+ 55 + 52 (16)
Leiteroperatoren: St =8, 1S, 17

Wichtige Kommutatorrelationen:
[S2,5,]=0 fir ¢€{z,y,z2} (18)

[S?,54] =0  [S.,S:]=+hSy  [S,,S_]=2hS. (19)
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Eigenwerte: S?|s,m) = h*s(s + 1)|s,m) S.|sm) = hm|s, m) (20)
.3 o

Quantenzahlen: s € {0, 2 1, 572, } fir jedes s: m=(-s), (-s+1),..,s—1, s (1)

Eigenschaften der Leiteroperatoren: Sils,m) =hy/s(s +1) —m(m=*1)|s,m £ 1) (22)

Beispiel 1 (Spin-%-System) Gegeben sei ein Teilchen mit s = 1/2.
1. Bestimmen Sie die Matrixdarstellung von S*,S;, Sy, S., S+ und S_ in der Basis {|T> = ’%, %> NS |%a _%>}
der gemeinsamen Eigenzustinde von S? und S, an.

2. Welche Eigenwerte erhalten Sie, wenn Sie S, messen?

3. Ein Elektron befindet sich im einem allgemeinen Zustand |x) = a| 1) + b||) mit a,b € C. Wie groff sind die
Wahrscheinlichkeiten, bei Messungen von S, und S, die jeweiligen Eigenwerte zu erhalten?

4. Bestimmen Sie die Erwartungswerte (S..), (Sy), (S.), (S2), (S2) und (S?), falls das Elektron sich im oben angege-
benen Zustand befindet.

LOSUNG:

1. Strategie: Da die Basisvektoren Eigenzustinde von S und S, sind, ist deren Matrix diagonal. Die Diagonaleintriige
erhalten wir aus der Beziehung (20)

Wir bestimmen nun die Matrixdarstellung der Operatoren Sy und S_, da deren Wirkung auf die Basisvektoren
durch die Gleichung (22) gegeben sind. Um die Matrixelemente eines Operators A zu bestimmen, verwenden wir

(A)ig = (il Alj)
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Daher lautet die Matrixdarstellung:

Zum Schluss konnen wir mit der Beziehung zwischen Sy, S, und Si auch die Matrixdarstellung von S, und S,
bestimmen.

2. Wir bestimmen die Eigenwerte des Operators S, durch Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms der Matrix:

3. Die Wahrscheinlichkeiten, bei einer Messung von S, den Messwert %h bzw. f%h zu erhalten, sind gegeben durch
la|? bzw. |b|?. Um die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir eine Messung von S, zu erhalten, miissen die
Eigenzustinde von S, bestimmt werden.

Wir stellen nun den Zustand |x) als Linearkombination der Eigenzustinde von S, dar.
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Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten fiir das Erhalten der Eigenwerte bei einer Messung von S, sind somit:

Wahrscheinlichkeit fiir Eigenwert —|—%:

Wahrscheinlichkeit fiir Eigenwert fg:

4. Am schnellsten ldsst sich diese Aufgabe losen, indem wir die Matrixdarstellungen der Operatoren und den Koordi-
natenvektor des Zustands |x) beziiglich der Basis benutzen.

Teilt man die in der Teilaufgabe (a) erhaltenen Matrizen durch 2, erhilt man die PAULI’schen Spinmatrizen:

(01 (0 i (1 0
=10 =i o0 == o0 -1

Wir stellen noch die Eigenschaften der PAULI'schen Spinmatrizen zusammen:

2 _ 2_ 2 _ (1 0)_

Jacfayfgz* (O 1 *]I (23)
det(o;) = -1

(24)
Tr(o;) = O firi =x,y, 2
[02,0y] = 2io. und zyklisch (25)
{04,04} =0 und zyklisch (26)
040y = —0y0; = 10, und zyklisch 27
fiir mit o vertauschbaren Vektorena,b: (o-a)(c-b) =a-bl+ic-(a x b) (28)




1.5 Magnetisches Moment

1.5 Magnetisches Moment

Eine klassische Ladung —e, die sich mit dem Bahndrehimpuls L auf einer Kreisbahn bewegt, bildet eine Stromschleife mit
dem magnetischen Moment Ml = —52-L. Da es fiir den Spin keinen “klassischen Grenzfall” gibt (wie Stromschleife fiir
Bahndrehimpuls), muss die Beziehung zwischen (Spin-)Drehimpuls und das mit ihm verbundenen magnetische Moment
aus anderen Argumenten bezogen werden. Die relativistische Dirac-Gleichung liefert das Ergebnis

e

M=-9g—S g=2 (29)

2m

Tatsdchlich liefert die quantenelektrodynamische Korrektur den Wert g = 2.0023193 fiir ein freies Elektron. In Materie
kann der effektive g-Faktor (auch gyromagnetischer Koeffizient) von der Umgebung des Elektrons abhéngen. Das magne-
tische Moment kann an ein dufleres Magnetfeld koppeln. In Anwesenheit eines Magnetfeldes B ist der Hamiltonoperator
gegeben durch

h
iS-B = W—BS-B mit dem Bohr’sche Magneton: yup = ald

= —M~B =
H g?m h 2m

1.6 Riumliche Freiheitsgrade und Spin

Der Spin ist ein zusétzlicher Freiheitsgrad, der unabhingig von den rdumlichen Freiheitsgraden ist. Spin und Ort bzw.
Spin und Impuls kénnen gleichzeitig und unabhéngig voneinander schafte Werte haben. D.h.:

[Siz5] =0 [Sipil =0 [Si, L] =0

Der Gesamtzustand wird aus dem Produkt von Orts- und Spineigenzustinden aufgebaut. Um fiir ein Spin-%—Teilchen den
allgemeinen Zustand |¢) zu bilden, kann man als Basis {|x)|x); x € R, x € {1, |}} wihlen. Meistens verwendet man
die Projektion auf den Ortsraum:

(x|¢) = P ()N +v-(x)[1)

Die GroRe |14 (x)|? gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein spin-up Teilchen an der Stelle x an.

1.7 Addition von Drehimpulsen

Um das Verhalten von einem Elektron mit Bahndrehimpuls L und Spin S, oder zwei Elektronen mit den zugehorigen Spins
S1 und S, zu untersuchen, muss man den Begriff des Gesamtdrehimpulses einfithren. Generell stellt sich das Problem,
ausgehend von zwei Drehimpulsoperatoren J; und J, die GroBe J = J; + J2 zu untersuchen.

Seien J; und Jo miteinander kommutierende Drehimpulsoperatoren, d.h.

1. Fiir jeden Operator gelten die fundamentalen Kommutatorbeziehungen [J1,, J1,] = hJ1, usw.
2. Die Operatoren kommutieren untereinander: [J14, Jog] = 0 a,f € {x,y, 2}
Dann gilt
1. J = J; + J; ist ebenfalls ein Drehimpulsoperator und erfiillt die fundamentalen Vertauschungsrelationen (und

somit samtliche Eigenschaften aus Abschnitt 2).

2. Der Produktzustand |51, 71 )|j2, m2) ist ein gemeinsamer Eigenzustand von J?2, .J; ., J2 und .J,. mit den Eigenwer-
ten i?j1(j1 + 1), hmy, h2j2(j2 + 1) und hms.

3. Der Produktzustand |j1,m1)|j2, me) ist ein Eigenzustand von J, = Ji, + Jo, zum Eigenwert /i(m 4+ m2), jedoch
kein Eigenzustand von J2.

4. Das gesamte System wird vollstindig beschrieben durch die untereinander kommutierenden Operatoren
J2,J.,J% und J% mit den gemeinsamen Eigenzustinden |7, m, j1, jo).
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5. Fiir den Wertebereich von j gilt: j=|j1 — jal, |j1 — Jo| + 1, ..., 41 + J2 — 1,41 + Jo.

Beispiel 2 Kopplung zweier Spin-%-Teilchen (DVP 2000, 2003)

Gegeben sei ein System aus zwei Spin-%-Teilchen. Bestimmen Sie die normierten gemeinsamen Eigenzustinde von S? und
S, und geben Sie die Eigenwerte an.

Losung

Wir koppeln S1 und So mit S; = % und Sy = % zum Gesamtspin S = Sy + So. Fiir die Spinquantenzahl S des
Gesamtspins gilt nach Punkt 5:

S2 lisst sich ausdriicken durch
S? =87 +82+2S8,-S; =S+ 82 +25,.5,, + 51,5, +5;_Say

Wir erinnern uns an die Gleichungen

S?|1,m) = hs(s +1)|s,m) S.|sm) = hml|s,m) und S+|s,m) = hy/s(s +1) —m(m £ 1)|s,m £ 1)

fiir einen einzelnen Spin, dessen Eigenzustinde von S, wir folgendermafSen abkiirzen:

Wir betrachten die Wirkung von 0.B.d.A S3, Sy, und Sy auf einen einzelnen Spin:

Wir bilden nun die Produktzustinde |s1,m1)|s2, msa), von denen wir insgesamt 4 Stiick haben und fiir welche wir
folgende Notation verwenden:

Nun berechnen wir die Wirkung von S? auf jeden dieser 4 Produktzustinde. Dabei ist zu beachten, dass Operatoren, die
z.B. einen Index 1 haben, nur auf den 1. Spin Auswirkungen haben.
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Das heift, die Matrixdarstellung von S? beziiglich der Produktbasis ist gegeben durch:

Wir sehen, dass |1)|1) und ||)||) bereits Eigenzustinde von S? zum Eigenwert 2h? sind. Das heift, ihre Spinquantenzahl
ist S = 1 wegen 2h% = h?1(1 + 1). |1)|1) und ||)|1) sind jedoch keine Eigenzustinde von S%. Wir bestimmen nun eine
Linearkombinationen aus den letzteren Zustinden, die jeweils Eigenzustinde von S? sind. Dazu diagonalisieren wir die

Teilmatrix:

Wir bestimmen noch die Eigenwerte der neu gewonnenen Eigenzustinde beziiglich S,




Wir fassen noch das Ergebnis zusammen:

2 Vielteilchensysteme

In diesem Kapitel werden wir grundlegende Eigenschaften von quantenmechanischen Vielteilchensystemen kennenlernen.
Betrachten wir beispielsweise ein nichtwechselwirkendes Zweiteilchensystem. Stellen wir uns vor, dass das Teilchen 1
im Einteilchenzustand |1,) und das Teilchen im Einteilchenzustand |¢;) befindet. Die Wellenfunktion (r1, r2), die das
Gesamtsystem beschreibt, ist aufgrund der Separierbarkeit der Schrodingergleichung ein einfaches Produkt :

Y(r1,r2) = a(r1)s(ra)

Dies setzt jedoch voraus, dass die beiden Teilchen voneinander unterscheidbar sind. Sind diese nicht voneinander un-
terscheidbar, so konnen wir nur sagen, dass eines von den beiden Teilchen im Zustand |¢),) und das andere im Zu-
stand |v) befindet. Das heifit, dass die Wahrscheinlichkeit einen Gesamtzustand zu realisieren mit einem Teilchen im
Einteilchenzustand |1),) und einem Teilchen im Einteilchenzustand |¢,) unabhingig davon ist, “welches” Teilchen in
welchem Zustand befindet, d.h.:

W(I‘17P2)|2 = |¢(1’2»P1)|2 = (ri,re) = eiwz/J(Pz,Pl)

Aufgrund der Tatsache, dass zweimailige Vertauschung Wellenfunktion wieder die urspriingliche Form iiberfiihrt, muss
¢ = 0 oder ¢ = 7 sein. Wir erhalten also zwei unterschiedliche Arten von Zweiteilchenwellenfunktionen

Y (r1,re) = £9Y(re, 1)

Diese Eigenschaft der Wellenfunktion nennt man Austauschsymmetrie. Die Theorie besagt, dass es zwei Arten von iden-
tischen Teilchen gibt: die Bosonen, deren Austauschsymmetrie der Wellenfunktion durch “+4” beschrieben wird und
Fermionen, deren Austauschsymmetrie der Wellenfunktion durch “— beschrieben wird. Mit Hilfe der Produktwellen-
funktionen konnen solche Zweiteilchenwellenfunktionen konstruiert werden:

Y4 (r1,re) = Aha(r1)Pn(re) £ Yp(r1)a(ra)]

Eine wichtige Folgerung ist, dass zwei identische Fermionen sich nicht im gleichen Einteilchenzustand befinden konnen.
Denn:

Y (r1,12) = A[Ya(r1)va(r2) — Ya(r1)Ya(re)] =0

Dies ist das beriihmte Pauli-Prinzip. Allerdings haben wir in der obigen Betrachtung den Spin nicht beriicksichtigt. Be-
riicksichtigt man den Spinfreiheitsgrad, so ist die Gesamtwellenfunktion ein Produkt aus Orts- und Spinwellenfunktion.
Ausschlaggebend ist dabei die Austauschsymmetrie der Gesamtwellenfunktion. Fiir identische Fermionen muss die Ge-
samtwellenfunktion antisymmetrisch beziiglich Vertauschung der Teilchen sein. Ist z.B. die Ortswellenfunktion symme-
trisch, so muss die Spinwellenfunktion antisymmetrisch sein.
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