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1 Begriffe der Quantenmechanik

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts dnderte sich die Art wie die Welt auf physika-
lischer Ebene betrachtet wird grundlegend. Zu dieser Zeit glaubte man mit den
Methoden der klassischen Mechanik, der Elektrodynamik und der statistischen
Physik, alle physikalischen Phénomene beschreiben zu kénnen.

Obgleich diese Theorien tatséchlich eine grole Anzahl von experimentellen Er-
kenntnissen erklidren konnten (und kénnen), scheiterten sie an der Erklérung
anderer (Schwarzkorperstrahlung, Elektronenbeugung,etc.). Dies fiihrte, neben
der Entwicklung der Relativititstheorie, iiber einen Zeitraum von ca. 30 Jahren
zur Entwicklung der Quantenmechanik.

Im Zuge dieser Entwicklung wurden eine Reihe von fundamentalen Begriffen
wie etwa Zeit, Raum, Teilchen usw., hinterfragt und neu interpretiert. Bis heute
sind die philosophischen Diskussionen um diese Begriffe nicht zum erliegen ge-
kommen und bieten weiterhin Ankniipfungspunkte fiir neue Ideen und Ansétze
innerhalb und aufierhalb der Physik.

1.1 Zustand

Der grundlegende Begriff auf dem wir Aufbauen wollen, ist der des Zustands.
Ein Zustand ist ein Satz von (prinzipiell unendlich vielen) Eigenschaften eines
quantenmechanischen Systems (Atom, harmonischer Oszillator, etc.).
Grundsétzlich kénnen Zustinde entweder besetzt oder unbesetzt sein.

Ist ein Zustand besetzt so sagt man es liegt ein Teilchen (oder Teilchenensemble
im Fall von Vielteilchenzustéinden) im entsprechenden Zustand vor.

Der Zustand selbst existiert aber unabhéngig davon ob er besetzt ist oder nicht!

Mathematisch beschrieben werden Zusténde als Vektoren in einem unendlichdi-
mensionalen Hilbertraum iiber den komplexen Zahlen. Sie sind komplexwertige
Funktionen und die iibliche Schreibweise in der Physik ist die Dirac-Notation:

w)
Auf dem Hilbertraum ist ein hermitesches Skalarprodukt definiert:

(V|@) = (2[¥)"



Wie bei jedem Vektorraum kann man eine beliebige Basis fiir den Hilbertraum
auswihlen und jeden Zustand |¥) in dieser darstellen:

) = culk) =D k) (k[T
k
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|¥) wird also auf die jeweiligen |k) projiziert. Man nennt konsequenterweise
Py, = |k)(k| den Projektionsoperator auf |k).

In vielen Féllen betrachten wir die Zusténde nicht in voller Abstraktion. Speziell
zwei Projektionen interessieren uns héufig, die in den Ortsraum und die in den
Impulsraum.
Wir nennen dann:

U(Z) := (Z|T)

(k) = (k|0)

die Orts- bzw. Impulswellenfunktion. Durch Fouriertransformation kénnen wir
von der einen in die andere Darstellung wechseln.
Zusténde miissen normiert sein, d.h.:

(W[ :z/\Il*\I!-dqzl

Hier ist q eine Variable in ¥ und es wird iiber das gesamte System integriert.

1.2 Operator

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir festgestellt, dass sich die Eigenschaf-
ten eines Teilchens allein aus dem Zustand ablesen lassen in dem es sich befindet.
Die Zustande selbst sind jedoch mathematisch als abstrakte Vektoren beschrie-
ben. Wir miissen also einen Weg finden auch die Messgrofien und Messvorgéinge
abstrakt mathematisch zu beschreiben. Dies ist moglich durch eine Identifikati-
on der Messgrofien (Observablen) mit Operatoren (auf dem Hilbertraum), deren
Erwartungswerte uns dann das gewiinschte Messergebnis liefern. Wir wollen uns
nun etwas eingehender mit den Eigenschaften der Operatoren beschéftigen:

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass man lineare Abbildungen (oder eben
Operatoren) als Matrix darstellen kann. Die exakte Darstellung hiingt dabei von
der gewéhlten Basis des Vektorraumes (eignetlich wihlt man 2 Basen fiir die
Darstellung in unserem Fall sind sie jedoch identisch) ab.

Dies funktioniert natiirlich genauso im Hilbertraum.

Wir bezeichnen mit |k) und |k’) zwei Basisvektoren, es folgt:

Olky =" |K')(k'|Ok)
—

Die GroBe (k'|O|k) ist dann das Matrixelement in der k-ten Zeile und k'-ten
Spalte.

Jeder Operator der eine physikalische Grofle darstellt ist hermitesch, d.h. seine
Eigenwerte sind alle reell bzw. es gilt:

Ot =07y =0



Man nennt O den zu O hermitech adjungierten Operator.

Fiir den Erwartungswert einer Messgréfie M des Teilchens représentiert durch
den Operator O, gilt (im Ortsraum):

(M)g) = (¥|O|T) = /‘11*5‘1/ dx

Dieses Ergebnis ist als Erwartungswert eine statistische Grole. Der Erwartungs-
wert des Varianzoperators ist:

AO® = (0%) — (0)* = (0~ (0))?)
Nach dem sog. Korrespondenzprinzip geben wir nun ein paar Messgrofien und
ihre zugehorigen quantenmechanischen Operatoren an:
Im Ortsraum:
Z—Tp— %VT,; Eﬂiﬁ%
Im Impulsraum:
T — ihVp; p— p; Eﬁih%

1.3 Schrodingergleichung

Ubertragen wir die Operatorschreibweise auf eine klassische Hamiltongleichung
fiir ein Teilchen mit Gesamtenergie E in einer Dimension (3d siehe Dienstag)

»?
E=T+V=—+V
2m

so erhalten wir die Schrodingergleichung im Ortsraum:

HU(z,t) = mﬁxy(g; t) = —h—Qa—Q\I!(x )+ V(z)U(z,t)
’ ot 2m Ox2 ’
Diese bildet stets den Ausgangspunkt zur Berechnung von ¥(z,t).
Die Zeitunabhéngige Schrodingergleichung erhélt man durch einen Separations-
ansatz:
U(z,t) = U (x)Ua(t)
2
ih@t\lfl(x)\llg(t) = —%Wl(w)WQ(t) + V(l‘)‘l’l (l‘)‘l’g(t)

Mit: .
Zhat\lfg(t) *T\Ijl(l’)
E = = —=n +V(x
folgt:
h? 92
Es gilt dann: ‘
Uy(t) = e

Man kann also die Zeitentwicklung eines Zustandes mit bestimmter Energie
explizit angeben.



1.4 Bewegungsgleichung fiir Operatoren

Bisher sind wir immer von zeitabhingigen Zustdnden und zeitunabhédngigen
Operatoren (Schrodinger-Bild) ausgegeangen.
Viele Problemstellungen sind jedoch einfacher zu 16sen, wenn statt dessen eine
Zeitabhingigkeit der Observablen (also der Operatoren) angenommen wird. Die
bezeichnet man als Heisenberg-Bild.
Im spéteren Verlauf der Vorlesung werden wir noch das Wechselwirkungs- oder
Dirac-Bild kennen lernen.
Wir fordern, dass die Beobachtungsergebnisse Betrachtungsunabhéngig sein sol-
len.
Im Schrodinger-Bild gilt:

(1)) = e M)

Sei nun A ein Operator im Schrédingerbild, dann folgt:
(W(0) AN (1)) = (W] A1y
Dabher ist der Operator A ins Heisenberg-Bild iibertragen:
A(t) = eHHth go—itth

Hiermit ldsst sich nun die sehr wichtige Bewegungsgleichung fiir Heisenberg-
Operatoren herleiten:

A = — 2Ht/FLA —tHt/h _ ° th/hAH —iHt/h _ ° H. At
dt ( ) h € € he € h [ ? ( )]

Dies bedeutet insbesondere, dass durch Operatoren die mit dem Hamiltonope-
rator kommutieren Erhaltungsgrofien beschreiben sind.

2 Modell und Interpretation

2.1 Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Die Zeitunabhingige Schrédingergleichung hat die Form einer (rdumlichen)
Schwingungsgleichung, daher nennt man ¥(x,¢) auch (Orts-)Wellenfunktion.
Wir wollen nun darstellen welche physikalishe Bedeutung sie hat.

Da U(x,t) eine komplexwertige Funktion ist, kann sie nicht selbst eine reale
GroBe darstellen. Man interpretiert stattdessen die reelle Funktion |¥(z,¢)|? als
die Wahrscheinlichkeit ein den Zustand |¥) besetzendes Teilchen an der Stelle
x zur Zeit ¢t zu detektieren.

|W(z,t)|? wird also als die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte (priziser wire
Detektierungswahrscheinlichkeitsdichte) des Teilchens im Zustand ¥ aufgefasst.
An dieser Stelle kénnen wir auch die oben gemachte Forderung

/\IJ*\I/dle

verstehen, da die Gesamtwahrscheilnlichkeit das Teilchen irgendwo im System
zu detektieren gleich 1 sein muss.
Diese Interpretation liefert eine iiberzeugende Erkldrung vieler Experimente.



Sehr vereinfacht kann man also sagen, dass ein Teilchen bei seiner Wechsel-
wirkung mit anderen Teilchen (z.B. durch Streuung) Teilchencharakter besitzt,
d.h. es kann Zusténde besetzen bzw. verlassen und auch andere Teilchen dazu
anregen. Die Ausbreitung der Teilchen wird jedoch durch die Gestalt und Zeit-
entwicklung der Zustdnde und damit durch die Schrédingergleichung bestimmt.
Sie hat also einen eher wellenférmigen Charakter. Man spricht daher hiufig von
”Materiewellen” (Welle-Teilchen-Dualismus).

2.2 Materiewellen

Fiir freie Teilchenstrome (V=0, nicht normiert, daher Strom) liefert die Schrédingergleichung

ebene Wellen als Losungen (Anm.: In diesem Fall ist £ = %)

\I/(CC,t) _ ez%mfzﬁt — ezk:vfzwt
Man verwendet dabei {iblicherweise die Bezeichnungen:

k:=2=2 undw:=Z=2nf

Impuls und Energie der Teilchen ergeben sich zu:

(p) = éaxllf(x,t) = hk

(EY = thoy ¥ (z,t) = hw

Diese Gleichungen schlagen eine Briicke zwischen dem Wellen und dem Teil-
chenbild.

2.3 Messvorgang

Wie bereits zuvor erwihnt 14sst sich jeder Zustand in einen (i.d.R. unendlichen)
Satz von Eigenzustdnden jedes beliebigen hermitischen Operators entwickeln.
Da jede Messgrofle durch einen solchen Operator dargestellt ist, kann zu jeder
Messgrofie eine solche Entwicklung in Eigenzustiinde (Fourierentwicklung) vor-
genommen werden. R

Seien also beispielsweise G — G die zu messende Grofie und |®¢ ,,) alles Eigen-

zustinde von G. Wir kénnen nun entwickeln:
W) =) e [Pan)

Wir wissen selbstverstéandlich vor der Messung noch nicht welchen Wert die
Grofle G annehmen wird. Wir fordern jedoch, dass ein einmal gemessener Wert
reproduzierbar ist. Messen wir also ein zweites mal, so soll die Messung wieder
den Wert der ersten Messung ergeben. Wiirden wir diese Forderung fallen las-
sen, so gibe es keine Moglichkeit irgendwelche quantitativen Aussagen iiber das
System zu treffen und die gesamte Theorie wire nutzlos.

Was bedeutet die Forderung nach Reproduzierbarkeit konkret?

Sie Impliziert, dass das Anwenden des Operators G auf den gemessenen Zustand
diesen nicht verindern darf, d.h. dieser Zustand muss ein Eigenzustand sein.
Es ist also nur moglich Eigenzustdnde zu messen mit den entsprechenden Ei-
genwerten als Messergebnisse. Nun ist aber unmittelbar klar, dass der Zustand



|¥) selbst kein Eigenzustand des Systems sein muss. Nach der Messung liegt je-
doch ein Eigenzustand vor, woraus sofort folgt, dass der Messvorgang selbst das
System verindert. Man sagt das System wird in den Eigenzustand projiziert.
Diese Tatsache hat das Weltbild der Physik nachhaltig verdndert, da feste Be-
griffe wie z.B. Determinismus neu hinterfragt werden miissen.

Wenn das System nur in Eigenzustéinden von G vorkommt, welche Bedeutung
hat dann |¥)? Immerhin kénnen wir ja die Gestalt von |¥) z.B. durch die
Schrodingergleichung und die Messung einer anderen Observablen bestimmen.
Um dies zu klédren betrachten wir:

(T[W) = e - (Do n|Pan)

(Alle gemischten Terme fallen weg, da die normierten Eigenzustinde eine Or-
thonormalbasis bilden.)

In dieser Darstellung erkennen wir, dass es sinnvoll ist ¢2 als die Wahrschein-
lichkeit zu interpretieren mit der Eigenzustand ®¢ ,, gemessen wird.

Hier sei nochmal festgehalten, dass alle zukiinftigen Messungen am bereits ver-
messenen System dann auch diesen Eigenzustand ergeben.

2.4 Unschirferelation

Da der Messvorgang das Ergebnis beeinflusst, ist es nur moglich verschiedene
Eigenschaften des Systems gleichzeitig zu bestimmen, falls diese gemeinsame
Eigenzustéinde besitzen. Es darf insbesondere keinen Unterschied machen, wel-
che Grofle zuerst gemessen wurde. Formal gesprochen bedeutet dies, dass der
Kommutator der beiden Operatoren A, B gleich Null sein muss, also gilt:

[A,B]=AB—-BA=0

Ist dies nicht der Fall, so ist es nicht moglich beide Groflen gleichzeitig beliebig
genau zu bestimmen. Konkret berechnet man die minimale Ungenauigkeit der
Messungen z.B. folgendermaflen:

AR = (|(A - (A)*]¥) = (3|D)

AB* = (¥|(B — (B))*|¥) =: (nln)
= (@[n) = (T|(A — (A)(B - (B))|¥) = (AB) — (A)(B)

-~

(n|®) = (¥|(B — (B))(A - (A))|¥) = (BA) - (4)(B)

2
= ARAB > @) = (el = (G@h o)) = 1A BY2
Schwarz

Wir erhalten also: )
AAAB > S|4, Bl

Der Index W soll hierbei andeuten, dass fiir viele Gréflenpaare die Messunschérfe
von den einzelnen Zustédnden abhangt.



Wir interessieren uns aber vor allem fiir die Paare (E,t) und (x,p) und in
diesen Fillen ist der Kommutator konstant. Es gelten:

Ax-Ang

AFE - At >

| S

Man nennt solche Groéflenpaare komplementér.

2.5 Beispiel: Unschirfe Ort / Impuls

Wir wollen Beispielhaft ein freies, Teilchen mit Impuls py betrachten, also ein
freies Teilchen (V' = 0) bei dem wir eine Impulsmessung beliebig scharf vorge-
nommen haben. Es soll nun der Aufenthaltsort bestimmt werden.

Wir betrachten das Problem auf zwei Arten erst anschaulich und anschliefend
formal. Zun#chst miissen wir uns den Messvorgang vorstellen. Wie wird die
Messung bewerkstelligt? Durch die Wechselwirkung des Teilchens mit unse-
rer Messapparatur. D.h. wir stoflen das Teilchen wéhrend des Messvorgangs
(z.B. Compton-Streuung, Rontgenbeugung etc.) an und erhalten als Ergebnis
einen mehr oder weniger scharfen Aufenthaltsort. Leider haben wir das Teilchen
wihrend der Messung angestofien und somit seinen Impuls verédndert.

Um den Ort genau bestimmen zu kénnen muss die de-Broglie-Wellenléinge des
Messteilchens mdoglichst klein sein, d.h. der Impuls des gemessenen Teilchens
verdndert sich stark.

Formal l&sst sich der beliebig scharfe Impulszustand als Deltafunktion schreiben:

(k) = 5(k — ko)

wobei pg = hko gilt. Uber Fouriertransformation erhalten wir in einem System
der Grofie L die Darstellung ¥(z):

W;):E/ W)l = et

Die Normierungsbedingung in einem endlichen Intervall fithrt auf:

L
2

N2 " " o2m
- 1Ko ,—1RoT — 1 N — -
o /_é e %e dx = T

1
= |¥(2)]* = 7

Es ist also jeder Aufenthaltsort innerhalb des Systems gleich wahrscheinlich.
Man sagt dann, das Teilchen ist vollstdndig delokalisiert.



	Begriffe der Quantenmechanik
	Zustand
	Operator
	Schrödingergleichung
	Bewegungsgleichung für Operatoren

	Modell und Interpretation
	Wahrscheinlichkeitsinterpretation
	Materiewellen
	Messvorgang
	Unschärferelation
	Beispiel: Unschärfe Ort / Impuls


