Ferienkurs Theoretische Mechanik 2009

Schwingungen

Vorlesungskript fiir den 11. Februar 2009

Christoph Schnarr

Inhaltsverzeichnis

1 Erzwungene Schwingungen
1.1 Eindimensionaler Fall . . . . . . .. .. .
1.1.1 Bewegungsgleichung . . . . . . . .. ...
1.1.2  Allgemeine Losung . . . . . . . . . . e
1.1.3 Losung der homogenen Gleichung . . . . . . . . .. ... ... ... ... .

1.1.4 Lo6sung der inhomogenen Gleichung, partikuldre Losung . . . . . . . .. ... ...

2 Gekoppelte Oszillatoren
2.1 Anschauliche Betrachtung mit Newton . . . . . . . . ... .. ... ... ... .......
2.2 Betrachtungen mit Lagrange . . . . . . . . . ...
2.2.1 Beispiel . . . .. e

W W W N NN

= NS BN BN



1 Erzwungene Schwingungen

Viele Systeme wie zum Beispiel Pendel oder Molekiile kénnen Schwingungen um eine Gleichgewichtslage
herum ausfithren. Wenn die Auslenkung aus der Ruhelage klein genug ist, kann man von harmonischen
Schwingungen sprechen. Diese harmonischen Schwingungen sollen im Folgenden untersucht werden.

1.1 Eindimensionaler Fall

Zuerst soll der eindimensionale Fall einer Schwingung untersucht werden, hierbei seien dissipative und
dufere Krifte zugelassen.

1.1.1 Bewegungsgleichung

Wir betrachten hierzu ein System mit einem Freiheitsgrad und einer schwachen Stérung:
a(q) Ve
2

Dabei ist U, eine schwache Storung, zum Beispiel ein dufleres elektromagnetisches Feld fiir ein Atom
oder ein duflerer Antrieb fiir Schwingkorper.

L(q,q,t) = —U(q) — Ueat(g; 1) (1)

Das ungestorte System (Ugq: = 0) besitze eine stabile Gleichgewichtslage bei ¢ = go und wir entwickeln
das Potential an dieser Stelle ¢ = go:

U(a) = Ulao) + (0 0)ao (0~ d0) + 532, 0)ao (4 — 10)° + - 2)

Dabei ist = ¢ — qo die Auslenkung aus der Ruhelage. Da es sich um eine Gleichgewichtslage handelt,
gilt (9,U)q, = 0 , sowie (92,U)q, > 0 da diese stabil ist. Wir brechen die Entwicklung also nach dem
quadratischen Term ab:

Ula) % Ulao) + (020 )o(a — @0)” = Ulao) + 57 3)

Die kinetische Energie entwickeln wir ebenfalls bis zur quadratischen Ordnung in x = q¢ — go:

Thin(g, 4) = % [a(qo) + (Z)Ox + ] @2~ a(gO)j:Q = %j:z (4)

Nun entwickeln wir noch die Stérung um die Gleichgewichtslage x = 0 des ungestorten Systems:

Ueat (¢,t) = Uet(q0,t) + (OgUest) g0 (¢ — q0) + - = Ueni(qo,t) — F(t)z + ... (5)

Damit ergibt sich die Lagrangefunktion:

L(z,&,t) = %:&2 - §5C2 + F(t)x (6)

Der Term U,,(t) wurde weggelassen, weil er nur von der Zeit abhéingt und somit nicht in die Bewegungs-
gleichungen eingeht, da er nicht von den Koordinaten abhéngt.

Dies ist die Lagrangefunktion des harmonischen Oszillators mit duflerer Kraft F'(¢).

Mit Euler Lagrange folgt die Bewegungsgleichung mi = —kz+ F(t) und mit wg = 4/ % sowie f(t) = %:

i+ wir = f(t) (7)
Lasst man auch noch eine Reibungskraft zu, ergibt sich folgende Bewegungsgleichung:

B4+ 203+ wix = f(t) (8)



1.1.2 Allgemeine Losung

Fiir die allgemeine Losung solcher Differentialgleichungen gilt:

2(t) = Thom(t) + Tpart (t) (9)

1.1.3 Lo6sung der homogenen Gleichung
Fiir die homogene Gleichung i + 2\ + wix = 0 machen wir den Ansatz:
Thom(t) = Ce™ ™ (10)

Dieser fiihrt auf die Gleichung —12 — 2iAv + w3 = 0, die folgende zwei Losungen besitzt:

Vl’gziy/wg—)\Q—i)\::twO—i)\ (11)

Hier miissen wir eine Fallunterscheidung machen:

1. Fall: wg > A

wy reell ‘ ‘
— Thom(t) = Ae”MFiwol 4 pe=At=iwot — o= A/ gin (wyt) + B’ cos(wot)]

Dies ist eine geddmpfte, periodische Bewegung, welche auch mit einer Amplitude und einer Phase ge-
schrieben werden kann:
Thom(t) = Ae™ cos(wot + a) (12)

2.Fall: wy < A

Es ergibt sich:
ZThom(t) = Ae~ Mt 4 Bem A2t (13)

mit )\1’2 =\=+ \/)\2 —w%

3. Fall: wg = A
Dieser Fall ist der aperiodische Grenzfall, die beiden Losungen sind entartet:
Thom (t) = (A + Bt)e ™ (14)

Beim aperiodischen Grenzfall erfolgt die Anndherung an die Ruhelage besonders schnell.

1.1.4 Lo6sung der inhomogenen Gleichung, partikulire Losung

Da man jede beliebige externe Kraft mittels Fouriertransformation in periodische Bestandteile zerlegen
kann, reicht es hier externe Kréfte der Form F(t) = F,, coswt zu betrachten.

Noch einfacher betrachten wir die Gleichung
. oo Fy .
42\ + wiy = o exp(iwt) (15)

und nehmen am Ende den Realteil der Losung.

Der Ansatz ypqri(t) = fux(w) exp(iwt) ergibt:

_ 16
X(w) wa — w? + 2w (16)



Die Funktion x(¢) bezeichnet man als dynamische Suszeptibilitét.

Wir diskutieren im Folgenden eine periodische Kraft f(t) = f, exp(iwt) fiir den Fall A < wy.
Hierzu driickt man die komplexwertige Funktion y(¢) durch Betrag und Phase aus:

X = |x(w)[exp(id(w))
Es folgt dann mit dem zuvor gefundenen x(¢):

()] = ! tand(w) =

o 17
V(WZ — 02)2 1 4022 w? — wd (17)

Fiir die periodische Kraft ist die allgemeine Losung:
x(t) = Ag exp(—At) cos(wot + o) + A(w) cos(wt + §(t))

mit
A(w) = fulx ()|

Die Konstanten Ag und §y werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt und fiir grofle Zeiten ist die
Losung von diesen unabhingig (— exp!):

z(t) = A(w) cos(wt + §(w))
Diese Losung beschreibt also die durch die duflere Kraft erzwungene Schwingung im eingeschwungenen

Zustand, wobei Amplitude und Phase durch w, wy und \ festgelegt sind.

Alw) 4 d(ew)

Wreg w

Obenstehende Abbildung zeigt den Verlauf der Amplitude A(w) und der Phasenverschiebung d(w) in
Abhéngigkeit der Freuquenz w.

Man kann leicht erkennen, dass der Oszillator fiir kleine Frequenzen in Phase mit der anregenden Kraft
schwingt. Fiir grofle Frequenzen schwingt er gegenphasig.

Das Maximum der Amplitude liegt bei der Resonanzfrequenz wy.:

Wres = \/ WS —2)2

2 Gekoppelte Oszillatoren

In diesem Kapitel sollen Schwingungen eines Systems untersucht werden, welches viele Freiheitsgrade
besitzt. Wir bestimmen letztendlich die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen des Systems aus der
Lagrangefunktion.



2.1 Anschauliche Betrachtung mit Newton

Zum grundsétzlichen Verstdndnis der behandelten Problematik soll mit einem bekannten Beispiel begon-
nen werden.

Man betrachte eine lineare Kette aus 3 Atomen der Masse m, die mit gleichen Federn der Federkonstanten
k verbunden sind. Die Federn sind bei der Lénge b entspannt. Mit Newton lassen sich die Bewegungsglei-
chungen schreiben als:

m¢ = k(g2 —q —D) (18)
mgy = k(g3 —q2—0b) — k(g2 —q1 —b) (19)
mgs = k(g2 —gqs+0) (20)

Mit den Koordinaten Z = (21,2, 23)7, die die Auslenkung aus der Ruhelage beschreiben, ergibt dies in
Matrixschreibweise:

1 0 0\ 1 -1 0
m|0 1 0|Z+k|(-1 2 —1]Z=0 (21)
00 1 0 -1 1

Man erkennt hier ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem, welches es zu 16sen gilt.

Wie man ein derartiges Gleichungssystem zuerst systematisch herleiten und dann l6sen kann, soll im
Folgenden besprochen werden.

2.2 Betrachtungen mit Lagrange

Wir betrachten ein System mit f Freiheitsgraden, welches die verallgemeinerten Koordinaten gqi, ..., g5
besitzt. Die Lagrangefunktion hat dann die Form:

f

1,j=1

1

£O = LO(qh "'7qfaQ17 7Qf) = 5

Das System habe bei ¢Y, ..., q? eine stabile Gleichgewichtslage. Wenn man um diese analog zum eindi-
mensionalen Fall entwickelt, erhélt man folgende Lagrange-Funktion:

f
. . 1 Z iy
[:0 Zﬁo(xl,...,$f7$1,...,l‘f) ~ 5 [Tijxiacj —Vijxia:j} (23)
i,j=1

Hierbei wurde x; = ¢; — ¢¥ eingesetzt und die Koeffizienten mit den

Tij = Ty = mij(qy, .-, q%)

o%U >
Vij = Vi =
T (aqiaqj 0

Vi; und T;; sind hierbei reelle Konstanten, die symmetrisch beziiglich Vertauschung von 7 und j sind.
Die Lagrangegleichungen lauten:

abgekiirzt. Fiir V;; gilt:

f f
Y Tyiy ==y Vi (24)
j=1 j=1

Zur leichteren Schreibweise fithren wir die symmetrischen Matrizen T und V und den Vektor Z ein:

Ty T2 -+ Tiy Viie Vi - Viy 1

To1 Top -+ Ty Voo Voo oo Vop - T
T= . . . . V= . . . . T = .

Ty Tppo - Ty Vir Via -oo Vig Ty



Damit lassen sich die Bewegungsgleichungen in der Form
TZ+VZ=0 (25)

schreiben.

Diese Bewegungsgleichungen sind ein System von f linearen, homogenen Differentialgleichungen 2. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Deshalb kann man einen Ansatz folgender Form machen:

Z(t) = Aexp(iwt) (26)
Wir 16sen das Problem erst im Komplexen und gehen am Ende zur gesuchten, reellen Losung iiber, in
dem wir den Realteil nehmen:
Z(t) — R(L(t))
Die Losung lésst sich auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem zurtickfithren:
(V-w’T)A=0 (27)
Damit das System eine nichttriviale Losung besitzt, muss die Determinante verschwinden:
det (V — w?T) = PV (w?) =0 (28)
Das Polynom PY) ist von Grad f in w? mit reellen Koeffizienten und besitzt somit f Nullstellen:
POWH=0 — w%,w%,...,w; (29)
Aufgrund der zuvor angenommen Stabilitdt der Gleichgewichtslage folgt:
w?>0

Die f Wurzeln der Eigenwerte w; werden als Eigenfrequenzen des Systems bezeichnet. Fiir die w; miissen
nun noch die Eigenvektoren A, gesucht werden, um damit die Normalschwingungen zu definieren.
Angenommen, es gelte:

w; >0 und wi;éwj fUI'Z?é]

Dann gibt es fiir jedes w; eine Eigenschwingung, sodass sich die Losung schreiben ldsst als:

f
Z Cr A, exp (iwgt) (30)
k=1

Ist ein w; = 0, so kommt es zu keiner Schwingung und fiir die Losung zu diesem Eigenwert ist folgendes
zu verwenden:

Z=A;(at+b) mit a,beR (31)

Wenn eine Eigenfrequenz wy mehrfach vorkommen, so ist die Methode fiir w; = 0 analog zu verwenden,
wobei dann noch der Faktor exp(iwxt) zu beachten ist, da es sich ja sehr wohl um eine Schwingung handelt.

Die Gesamtlosung fiir das Problem ist der Realteil der gefundenen, allgemeinen Losung Z(t), die sich

als Summe aus den Beitrdgen der einzelnen Normalschwingungen und den eventuellen Translationen
zusammensetzt.

2.2.1 Beispiel
Fiir das Problem der 3 mit Federn gekoppelten Massen mit Auslenkungen x aus der Ruhelage ergibt sich
mit

V(xy,x9,23) = g[(wz - 331)2 + (23 — 1"2)2]

und



T = % (43 + 43 + 43)
aus der Lagrangefunktion £ schliefflich folgendes Gleichungssystem:
1 -1 0

10 0\
m|0 1 0|Z+k|(-1 2 —1]Z=0 (32)
00 1 0 -1 1

Dies ist identisch mit der Herleitung nach den Newtonschen Uberlegungen.

In der Schreibweise der theoretischen Herleitung bedeutet dies:

m 0 0
T=10 m 0

0 0 m

und

k -k 0
V=|-k 2t -k

0 -k k

Die Matrizen T' und V lassen sich hierbei aus obenstehendem Gleichungssystem ablesen oder aber aus
der Definition von T;; und V;; bestimmen.

Das Eigenwertproblem liefert iiber det(V — w?T) = 0 die Eigenfrequenzen

B L £ (33)

und folgende mogliche Eigenvektoren

1 1 1
T = 0 To = -2 I3 = 1 (34)
-1 1 1

Damit folgt fiir die (reellen) Eigenschwingungen:

1 [&
v Ci| 0 | cos ( —t+ <p1> (35)
1 m
1
T Cy | —2] cos (\/ %t + <p2> (36)

8
=
I

1
1
T3 = 1] (Cs-t4+Cy) (37)
1

Diese Eigenschwingungen sind bis auf je zwei Konstanten bestimmt, welche sich aus den Anfangsbedin-
gungen ergeben.



