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1 Kinematik eines Massepunktes

Die Kinematik ist der Teil einer Theorie, der sich mit der Beschreibung eines Bewegungsablaufes befasst.
Die Kinematik der klassischen Mechanik beschéftigt sich mit der Beschreibung von Bahnkurven eines
Massepunktes. Dabei steht nicht die Frage im Vordergrund, auf welche Weise eine Bahnkurve zustande
kommt, sondern damit, wie eine solche Bahnkurve darzustellen ist und welche Eigenschaften sie hat.
Warum nun gerade diese oder jene Bahn in der Realitdt genommen wird, ist Thema der Dynamik, die
im néchsten Abschnitt behandelt wird.

1.1 Koordinaten- und Bezugssysteme

Die ganze Physik spielt sich in Raum und in der Zeit ab. Der Erfahrung nach braucht man zur eindeutigen
Beschreibung einer Position im Raum stets ein Zahlentripel. Wie man diese Zuordnung zwischen den
Positionen und den Zahlentripeln trifft, ist allerdings weitgehend willkiirlich. Um allerdings eine solide
Arbeitsgrundlage zu bekommen miissen an den Raum bestimmte Anforderungen gestellt werden. Der
Raum fiir sich wird in der Physik meist als homogen und isotrop angenommen. Diese Eigenschaften
lassen sich mathematisch am besten durch den Vektorraum R® modellieren.

Zum Beschreiben eines bestimmten Prozesses werden immer Beobachter gebraucht, auch wenn diese nur
Denkmodelle sind. Setzt man nun einen Beobachter in einen beliebigen Punkt P des Raumes und ori-
entiert die kanonische Basis des R? beliebig, so kénnen beziiglich dieses Punktes und der festgelegten
Richtungen physikalische Prozesses eindeutig beschrieben werden. Ein Beobachter und das Koordina-
tendreibein zusammen legen ein Bezugssystem fest. Ein beliebiger Punkt im Raum wird von diesem
Beobachter, oder in diesem Bezugssystem gemessen zu:

7 =x(t)e; +y(t)ey + z(t)e:

Manchmal ist es allerdings sinnvoll statt der kartesischen Koordinaten andere Koordinaten zu verwenden.
Damit diese sinnvoll sind, miissen diese einigen Anforderungen erfiillen:

Definition 1.1 (Koordinatentransformation) Eine Abbildung ¥ : T — R3 heifit Koordinatentrans-
formation genau dann, wenn gilt:

1. U ist (fast) bijektiv
2. DV (x) ist fiir (fast) alle x € T surjektiv

3. W ist hinreichend oft differenzierbar

Obige Definition stellt keine exakte mathematische Definition dar, ist aber fiir die Zwecke dieser Vorlesung
ausreichend. Dem einen oder anderen wird diese Definition an die Definition der Karte von Mannigfal-
tigkeiten erinnern.

Durch die erste Eigenschaft wird sichergestellt, dass jedem Zahlentripel genau ein Punkt zugeordnet
wird. Die zweite Eigenschaft stellt sicher, dass man an fast jedem Punkt im Raum eine lokale Basis
angeben kann. Eine solche Basis ist beispielsweise durch die drei Vektoren {g—g}i:m,g gegeben. Im allge-
meinen wird diese sogenannte natiirliche Basis des Koordinatensystems nicht orthonormiert sein. Es gibt
allerdings nichts, das es verbieten kénnte diese drei, linear unabhéngigen Vektoren zu orthonormieren.

Im folgenden sollen zwei Beispiele fiir Koordinatentransformationen angegeben werden:

Zylinderkoordinaten Hier definiert man ¥ : [0,00) x S* x R — R?, ¥(r, ¢, 2) = (rcose,rsing, z).
Eine orthonormierte Basis lautet hier:

€ = (cos ¢,sin 9,0), €3 = (—sing,cosp,0), €. =é; (1)



Kugelkoordinaten auch sphérische Polarkoordinaten genannt, sind durch die Koordinatentransforma-
tion W : [0,00) x [0,7] x S* — R?, W(r,0,¢) = (rsinf cos¢,rsinfsinep,rcosf) definiert. Eine
orthonormale Basis soll in der Ubung bestimmt werden.

Neben dem Raum spielt auch die Zeit eine grofie Rolle in der Physik. In der klassischen Mechanik
wird diese allerdings als kontinuierlich veranderlicher Parameter behandelt. Es bleibt noch zu bemerken,
dass deswegen auch die Koordinatentransformationen von der Zeit abhéngen diirfen. Weiterhin kann
zwischen zwei Bezugsystemen stets eine geeignete Koordinatentransformation gefunden werden, um die
Koordinaten umzurechnen.

Angenommen es gelte folgendes Problem zu 15sen: In einem kartesischen Koordinatensystem ¥(z/,y’, z’)
sei eine Kurve folgender Art gegeben z’ = vt,y’ = 0,2’ = 0. Die Aufgabe ist es nun diese Kurve in
einem kartesischen Koordinatensystem ®(z,y, z;t) darzustellen, dass durch folgende Formel gegeben ist
O(x,y,z;t) = (x coswt — ysinwt, z sinwt + y coswt, z). Zur Losung dieses Problems kann man benutzen,
dass beide Koordinatensysteme denselben physikalischen Punkt bezeichnen miissen. Daher findet man:

(z,y,2)(t) = (vtcoswt, —vtsinwt,0) = & (U (vt,0,0))

Im U-Koordinatensystem stellt die Bahn des Massepunktes eine Gerade in z’-Richtung dar. Aus der
Definition des Koordinatensystems ® erkennt man, dass es sich um Drehung um die z-Achse um den
Winkel wt handelt. Eine solche Umrechnung der Koordinaten wird Koordinatentransformation genannt.
Es muss allerdings hier darauf geachtet werden, dass im obigen Fall lediglich die Koordinaten transformiert
wurden. Fiir obiges Problem war dies ausreichend, da nur gefragt wurde, wie die Kurve in dem rotierten
Koordinatensystem ausséhe.

Ist allerdings nach einer Transformation der Bahngleichung 7(t) gefragt, so muss auch von der Basis
des ¥-Koordinatensystems in eine des ®-Koordinatensystems iibergegangen werden, da andernfalls eine
Mischung aus Abhéngigkeitden von beiden Koordinaten bestehen wiirden, denn die Einheitsvektoren
konnen bei der Bahngleichung auch von den Koordinaten abhéngen. Dazu soll zuerst definiert werden,
was eine Bahngleichung iiberhapt ist.

1.2 Die Bahngleichung, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Bewegt sich ein Massepunkt im physikalischen Raum, so ist seine Bahnkurve unabhingig von irgendwel-
chen Koordinatensystemen. Allerdings héngt die beobachtete Bahn natiirlich von der Wahl des Koordina-
tensystems ab, sodass ein Beobachter, der durch seine Beobachtung unvermeidlich ein Koordinatensystem
auswihlt, je nach Koordinatensystem, oder auch Bezugssystem, andere Bahnverldufe wahrnehmen wiirde.
Allerdings durchlduft ein Massepunkt stets dieselbe Bahn von physikalischen Punkten, denn eine Beob-
achtung sollte den Verlauf, zumindest in der klassischen Mechanik, nicht beeinflussen. Darum definieren
wir:

Definition 1.2 (Bahnkurve, Geschwindigkeit und Beschleunigung) Sei ¥ ein Koordinatensys-
tem. In diesem Koordinatensystem werde eine Kurve xz(t) fiir die Bahn des Teilchens gemessen. Dann

heifst
Bahnkurve die Abbildung 7(t) := ¥(x(t)),
Geschwindigkeit die Ableitung (t) := 7(t) und

Beschleunigung die zweite Ableitung @(t) := v(t) = 7(t)

Nach obiger Argumentation ist klar, dass diese Grofen unabhéngig vom gewihlten Koordinatensystem
sein miissen. Zur Veranschaulichung soll folgendes Beispiel dienen:



Ein Teilchen bewege sich in dem Koordinatensystem ¥ (r,¢) = (rcos ¢, rsin¢) auf einer Kurve r(t) =
R, ¢(t) = wt. Stellen Sie die Bahngleichung 7(¢) in der orthonormierten, natiirlichen Basis des Koordina-
tensystems ¥ dar, berechnen Sie die Geschwindigkeit ¥(¢) und die Beschleunigung a(t).

Lésung: Die orthonormiere, natiirliche Basis dieses Koordinatensystems lautet:

ér = (cos ¢,sin @), € = (—sing,cos @)

Damit lautet die Bahnkurve 7(¢t) = Ré,.. Die Geschwindigkeit ergibt sich durch Differentiation dieser
Gleichung nach der Zeit. Allerdings muss hier beriicksichtigt werden, dass der Vektor €, vom Winkel ¢
abhéngig ist und dieser wiederum von der Zeit. Es folgt:

U(t) = Rwey, a(t) = —Rw?e,

2 Dynamik eines Massenpunktes

Die Dynamik ist der zweite Teil einer physikalischen Theorie. Wahrend die Kinematik sich allgemein
mit der Beschreibung von Bewegungsablaufen befasst und keine Moglichkeit liefert, die Bahnkurve unter
gegebenen Bedingungen zu bestimmen, erlaubt die Dynamik dieses. Die Dynamik befasst sich mit der
Bestimmung der Bahnkurve aus gegebenen physikalischen Umstédnden. Hierzu wurden in der klassischen
Mechanik mehrere, dquivalente Verfahren entwickelt. Das &lteste dieser Verfahren ist die Mechanik nach
Newton. Weitere Verfahren sind die Lagrangesche Mechanik, die Hamiltonsche Mechanik und die Mecha-
nik nach Hamilton und Jacobi, die wohl zu den elegantesten Formulierungen gehort. Prinzipiell sind aber
alle diese Methoden #quivalent. Die ersten beiden Methoden werden etwas spéter in dieser Vorlesung
noch behandelt werden.

2.1 Die drei Newtonschen Axiome

Die Newtonsche Mechanik wurde im Jahre 1686(?7) von Isaac Newton in seiner bertthmten Veroffentlichung
philosophiae naturalis principia mathematica erstmals niedergeschrieben:

Erstes Axiom Ein Massepunkt verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung so-
lange keine Krifte auf ihn wirken.

Zweites Axiom Wirkt auf einen Kérper eine Kraft, so ist diese gleich der Anderung der BewegungsgroBe
des Massepunktes.

Drittes Axiom Ubt ein Korper eine Kraft auf einen anderen aus, so iibt dieser eine gleich grofie, ent-
gegengesetzt gerichtete Kraft auf ersteren aus. (actio = reactio).

In Newtons Schrift wird mit dem Begriff Bewegungsgrofle das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit
eines Korpers bezeichnet. Heute bezeichnet man dieses Produkt mit dem Namen Impuls. Jetzt sollen zwei
wichtige, mechanische Groéflen definiert werden:

Definition 2.1 (Impuls und Drehimpuls) Bezeichne 7(t) die Bahn eines Massepunktes mit der Mas-
se m. Dann heifst

e das Produkt m - U(t) =: p(t) der Impuls des Teilchens zum Zeitpunkt t.

-

e das dufere Produkt 7(t) A p(t) =: I(t) der Drehimpuls des Teilchens zum Zeitpunkt t.

In die Sprache der modernen Mathematik iibersetzt kann also das zweite Newtonsche Axiom folgender-
maflen geschrieben werden: . .
F(t)y=p(t) Vt (2)



Im Abschnitt iiber Koordinatensysteme wurde gezeigt, dass eine gleichférmige Bewegung in einem Ko-
ordinatensystem nicht unbedingt gleichférmig in einem anderen Koordinatensystem erscheinen muss.
Hierbei soll unter einer gleichférmigen Bewegung eine Bahnkurve der Form 7(t) = ¢t + 7% mit konstantem
Vektor v verstanden werden.

Definition 2.2 (Inertialsystem) FEin Bezugssystem, in dem das zweite Newtonsche Axiom gilt, heifst
Inertialsystem.

Umgangssprachlich gesprochen bedeutet dies, dass Inertialsysteme nicht beschleunigt sind.

Insbesondere lassen sich zwei Inertialsysteme stets durch eine spezielle Koordinatentransformation inein-
ander iiberfithren. Solche Transformationen bezeichnet man als Galilei-Transformation. Man muss sich
stets vor Augen fithren, dass die Newtonschen Axiome in dieser Form sich auf die einzelnen kartesi-
schen Koordinaten nur in Inertialsystemen iibertragen lassen. In allen anderen Fillen treten sogenannte
Scheinkréfte auf.

Jetzt sollen als Beispiel die Newtonschen Bewegungsgleichungen in Zylinderkoordinaten formuliert wer-
den:

Es wurde bereits abgeleitet, dass eine sinnvolle Basis in Zylinderkoordinaten durch die drei Vektoren
{ér, €3, €.} gegeben ist. Offenbar kann der Ortsvektor i zu jedem Zeitpunkt folgendermaflen geschrieben
werden:

7 =1ré, + 26,

Es ist hierbei stets zu beachten, dass die Basis stets lokal am Ort 7 gebildet wird und der Vektor hiernach
entwickelt wird. Fiir eine nicht konstante Bewegung sind deshalb die Einheitsvektoren auch zeitabhéngig.
Gleichung (1) stellt die Entwicklung der Basisvektoren nach der kartesischen Basis dar. Durch Differen-
tiation erhélt man schliellich:

F(t) = 76 +roey + 26
at) = (F—re?)e + (21d +rd)ey + 26
Die Bewegungsgleichungen in Zylinderkoordinaten lauten daher:
mié;. +mié, = F +mr¢?é; — m(2rd + rd)e;, (3)

Nimmt man an, dass sich ein Teilchen auf einer Kreisbahn mit Radius R um die z-Achse mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w herum bewege, so kann man sicherlich ¢ = wt annehmen. Setzt man diese
Bedingung in obige Bewegungsgleichung ein, so verkiirzt sich diese zu:

0=F+ mrw’e,

Damit eine solche Bewegung moglich ist, muss offensichtlich eine Kraft F auf das Teilchen wirken. Diese
kann sogar bestimmt werden und man erhilt F = —mrw?é,. Diese Kraft bezeichnet man als Zentri-
petalkraft. In den Zylinderkoordinatensystem beschreibt das Teilchen eine gleichférmige Bewegung, im
Inertialsystem dagegen nicht. Definiert man nun ein neues Bezugssystem, dessen Ursprung im Ursprung
des alten Bezugssystems liegt und dessen z’-Achse stets in Richtung €, zeige, sowie die 2’-Achse in
Richtung der z-Achse, so beschreibt das Teilchen in diesem Bezugssystem eine gleichférmige Bewegung,
obwohl Krifte auf das Teilchen wirken. Das zweite Newtonsche Axiom gilt nur in Inertialsystemen.

AbschlieBend soll noch eine Ubersicht iiber das Aufstellen von Bewegungsgleichungen in der Newtonschen
Mechanik gegeben werden:
1. Wihlen Sie ein geeignetes Bezugssystem zur Beschreibung der Prozesse. Im Idealfall handelt es sich

hierbei um ein Inertialsystem.

2. Finden Sie alle Kréfte, die auf die Teilchen wirken. Hierbei sind auch sogenannte Zwangskréfte zu
beriicksichtigen und reactio-Kréfte nach dem dritten Newtonschen Axiom.

3. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen nach dem zweiten Newtonschen Axiom auf.



2.2 Schwerpunktskoordinaten

Betrachtet man Prozesse, die zwei Teilchen beeinhalten, so ist es hdufig vorteilhaft sogenannte Schwer-
punktskoordinaten einzufiihren. Diese sind mit den Teilchenkoordinaten verkniipft iiber:
= myr] + mord
B M 272 (4)
mi + mo
=75 —1] (5)

=3

Hierbei bezeichnet man R als Schwerpunktskoordinate und 7" als Relativabstand. Die Umkehrtransfor-
mation ist gegeben durch:

- = m2 -

rn=R—-———r 6
i —— (6)
- = mq -

ro =R+ ——T7 7
2 . (7)

Diese Koordinaten sind insbesondere dann niitzlich, wenn die Wechselwirkung zwischen den Teilchen nur
von deren relativer Orientierung und Abstand abhingt. In diesem Fall werden die Bewegungsgleichungen

separiert zu:

Den Term mimao(my + mg)_1 bezeichnet man auch als reduzierte Masse. Man erkennt sofort, dass die
Wechselwirkung keinerlei Einfluss auf die Schwerpunktsbewegung hat.

2.3 Kraftfelder

Kraftfelder spielen in der Physik eine grofie Rolle, denn sie alleine bestimmen das Verhalten eines physi-
kalischen Systems. Die allgemeinste Bewegungsgleichung lautet:

mi = F(7)

Im folgenden soll nur ein Teilchen in einem Kraftfeld behandelt werden. Die Uberlegungen lassen sich
analog auf beliebig viele Teilchen iibertragen. Umgekehrt ldsst sich jedes klassische Problem in obiger
Form darstellen, wobei eventuell noch die Zeit als Parameter hinzukommt. Angenommen durch 7(t) ist
eine Losung obiger Differentialgleichung gegeben. Zur Analyse des Verhaltens der Losung kann man die
Differentialgleichung skalar mit der Geschwindigkeit multiplizieren und dann von ¢ bis ¢ integrieren. Man
erhélt:

L ()2 — #00)?) / Fdi=0 (10)

~

Zur weiteren Analyse kann man folgende Begriffe definieren:

Definition 2.3 (Energie und Arbeit) Sei #(t) die Bahn eines Teilchens der Masse m. Dann wird
definiert:



kinetische Energie:

Arbeit:

Mit diesen Begriffen lautet Gleichung (10) nun:

AEkin = W'y

Die Anderung der kinetischen Energie entspricht also gerade der am System geleisteten Arbeit.

Unter speziellen Vorraussetzungen an das Kraftfeld wird das Arbeitsintegral unabhéngig vom Integrati-
onsweg. Kraftfelder, die diese Vorraussetzungen erfiillen, heilen konservativ.

In der Analysis gibt es dazu folgenden Satz:

Satz 2.1 (Kriterien fiir konservative Kraftfelder) Sei F : T C R3 — R® ein Kraftfeld. Dann sind
je zwei der folgenden Bedingungen dquivalent:

1. F ist konservativ

2. Fiir jede geschlossene Kurve ~y gilt:

F-df =0
;

3. Es gibt eine Funktion U : T — R mit der Eigenschaft:

F= grad U

4. T einfach wegzusammenhdngend und es gilt:

rot F =0

Ist im zuvor betracheten Fall das Kraftfeld konservativ, so kann Gleichung (10) auch geschrieben werden
als:
Bian(t) + U(F(t)) = Bxin(to) + U(F(t0)) =: B

Die Grofie E heifit Gesamtenergie des Systems und ist im Fall eines konservativen Kraftfeldes offenbar
erhalten.

3 Bewegung in einem Zentralpotential

Ein wichtiger Spezialfall der Newtonschen Mechanik ist die Bewegung in einem konservativen Kraftfeld,
dessen Potential rotationssymmetrisch ist. Dies bedeutet die Bewegungsgleichung lédsst sich schreiben als:

mr = —grad U(r)



3.1 Allgemeine Betrachtung

Angenommen durch 7(t) ist eine Losung dieser Differentialgleichung zu den Anfangsbedingungen F(O) =
0o und 7(0) = 7. Es sollen nun die Bahnen auf Erhaltungsgrofien untersucht werden. Multipliziert man
die Bewegungsgleichung mit 7 und integriert von 0 bis ¢, so findet man:

%mﬁ(tﬁ LU = %mﬁ(of L UM0) = E (1)

Die Grofle E heifit Energie und ist offensichtlich fiir alle Zeitpunkte konstant.

Neben der Energie gibt es fiir die Bewegung in einem solchen Potential noch eine weitere wichtige Er-
haltungsgrofie, den sogenannten Drehimpuls. Bildet man das Kreuzprodukt mit dem Ortsvektor 7 auf
beiden Seiten der Bewegungsgleichung, so fiihrt dies zu folgender Gleichung:

FXp=mrxr=0

Die linke Seite ist aber gleich der zeitlichen Ableitung der Grofe

l:=7xyp

Diese Grofle heifit Drehimpuls der Teilchenbewegung. Die Erhaltung dieser Gréfle hat wichtige Konse-
quenzen fiir die Behandlung des Problems. Zum einen erkennt man aus der Erhaltung des Drehimpuls,
dass stets Orts- und Impulsvektor in einer Ebene liegen miissen. Eine Bewegung senkrecht zur Ebene
ist nicht moglich. Aus diesem Grund reduziert sich das Problem auf ein zweidimensionales. Ohne Ein-
schrinkung kann diese Ebene als x — y-Ebene gew#hlt, denn dies kann wegen der Rotationsinvarianz
des Problems stets durch eine geeignete Drehung des Koordinatensystems erreicht werden. Ferner muss
die Teilchenbahn stets in einer Ebene enthalten sein, die den Ursprung enthilt. Andernfalls wire die
Rotationssymmetrie gebrochen.

Eine geschickte Koordinatenwahl sind hier Zylinderkoordinaten, deren z-Achse in Richtung des Drehim-
pulsvektors zeigt. Alle bisherigen Uberlegungen sind natiirlich nur dann richtig, wenn der Drehimpuls
des Teilchens von null verschieden ist. In diesem Fall miissen aber Impuls- und Ortsvektor stets parallel
sein. Die Bewegung lduft also auf einer Geraden ab. Nun zuriick zur Koordinatenwahl. Fiir die Bahn gilt
offenbar z = 0, sodass die Erhaltungssétze sich ergeben zu:

%m?’“2 + %mrzd)Q +U(r)=F (12)

mrlp =1 (13)
Mit Hilfe von (13) kann die gz.S-Abhé’mgigkeit der Energieerhaltung eliminiert werden und fiihrt zu:
1
*me—FUeff(’r) =F (14)

2
Uess(r) = g + U () (15)

Hierbei wurde das sogenannte effektive Potential eingefiihrt. Betrachtet man die Bewegung in radialer
Richtung als eindimensionale Bewegung, so wird diese durch das effektive Potential bestimmt. Fiir die
Analyse der Stabilitdt von Kreisbahnen ist dieses Potential sehr wichtig.

3.2 Bestimmung der Bahngleichung

Die Bewegungsgleichung fiir die radiale Richtung (14) kann integriert werden. Eine implizite Losung ist
gegeben durch:

(16)

B " dr
. i/’““ \/% (E = Uesy(r))



Es stellt nun sich die Frage nach dem Vorzeichen des Integrals. Aus Stetigkeitsgriinden ist ein Wechsel
des Vorzeichens nur an Stellen mdglich, die durch E = U,y s(r) definiert sind. Dies sind allerdings gerade
die Punkte an denen das Teilchen zur Ruhe kommt. In vielen Féllen wechselt die Losung das Vorzeichen
an diesen Punkten das Vorzeichen, da die Potentiale meist monoton sind und daher irgendwann 72 < 0
gelten miisste, was in der Mechanik unmdglich ist.

Gleichung (16) ist meist nicht elementar integrierbar. Meist interessiert aber der genaue Zeitablauf der
Bewegung gar nicht, sondern lediglich die Form der Bahn ist von Interesse. Es soll nun eine Bahnkurve der
Form r(¢(t)) = r(t) gesucht werden. Es wurde bereits gezeigt, dass eine implizite Losung des Problems
existiert. Deshalb soll nun angenommen werden, dass bereits eine Losung der Form 7(¢) gefunden wurde.
Mit Hilfe der Kettenregel findet man:

dr 7 2
do = g :ij\/Qm(E—Ueff(T)) (17)
Diese Differentialgleichung kann wieder implizit gelost werden und liefert:
" ldr
¢—¢o==% (18)

ro 72y/2m (B — Ueff(r))

In Gleichung (17) wurde implizit der Satz iiber die Umkehrfunktion angewendet. Wenn die Bewegung
einen Drehimpuls besitzt, so folgt aus Gleichung (13) unmittelbar, dass d) > 0 gilt und damit insbesondere
é # 0. Der Satz iiber die Umkehrfunktion sagt nun aus, dass die Funktion ¢ = ¢~ 1(¢) existiert und die
Ableitung durch ¢~ ! gegeben ist.

Zusammengefasst ergibt sich:

Satz 3.1 (Eigenschaften der Orbits eines Zentralpotentials) Gegeben Sei ein Zentralpotential U(r).
Dann haben die Losungen 7(t) des Anfangswertproblems

. 7
mr = —U’(r);, a

folgende Eigenschaften:

o Fir die Energie E(t) := %mf’(t)2 +U(r(t)) gilt:

d
—E=0
dt
e Fiir den Drehimpuls [(t) == 7(t) x p(t) gilt:
d -
—1=0
dt

e Im Full f;é 0 gibt es eine Ebene K mit den Eigenschaften
Ft)e K, pt)ye K Vt, 0eK, [ LK

andernfalls gilt stets
() | p(t) vt



3.3 Stabilitatsanalyse von Kreisbahnen

Eine wichtige Anwendung voheriger Uberlegung ist die Analyse von Existenz und Stabilitéit von Kreisbah-
nen in einem Zentralpotential. Eine Kreisbahn mit Radius rg ist genau dann stabil, wenn E = U,y s(ro)
gilt. Dies kann leicht aus Gleichung (14) abgelesen werden. Besitzt diese Gleichung Losungen, so existieren
Kreisbahnen mit den entsprechenden Radien. Allerdings ist diese Bedingung noch nicht hinreichend fiir
eine Kreisbahn. Neben der verschwindenden Geschwindigkeit sollte auch die Radialgeschwindigkeit ver-
schwinden. Andernfalls wire zu einem kleinen Zeitpunkt spéter der Radius grofer oder kleiner geworden.
Dies fiithrt auf die Bedingung:
0=mi = —Uéff(r)

Zur Analyse der Stabilitdt einer Kreisbahn mit Radius rg miissen kleine Stérungen um diesen Radius
betrachtet werden. Dazu soll das effektive Potential um rg in eine Taylorreihe entwickelt werden:

1
Ueys(ro+€) = Uesg(ro) + eUlss(ro) + SULs;(ro)e* + o(e?)

Beriicksichtigt man die Bedingung U, éf ¥ (ro) = 0, so kann die Bewegungsgleichung fiir die Abweichung in
radialer Richtung geschrieben werden als:

mé = —U/};;(r0)e + o(e)

Im Fall Ul ¢(r9) > 0 fithrt dies zu kleinen Schwingungen um die Kreisbahn und im Fall U} ¢(r9) < 0
entfernt sich das Teilchen exponentiell von der Kreisbahn. Der Fall U} ;(ro) = 0 muss von Fall zu Fall
untersucht werden, da eine allgemeine Aussage hierfiir recht kompilziert wird.

Zusammengefasst ergibt sich folgender Satz fiir die Klassifikation der Kreisbahnen:

Satz 3.2 (Klassifikation der Kreisbahnen im Zentralpotential) Gegeben sei ein Problem mit Zen-
tralpotential. Dann ist eine Kreisbahn mit r = ro mdglich, falls das effektive Potential an dieser Stelle
einen stationdren Punkt hat:

Uéff(’r()) =0

Spielt zusdtzlich noch die Teilchenenergie E eine Rolle, so muss auch die Bedingung
Uepg(ro) = E

erfillt sein.

Hinsichtlich der Stabilitit der Kreisbahnen lassen sich folgende Aussagen treffen: Eine Kreisbahn mit
Radius rq ist

stabil falls das effektive Potential Ueys an der Stelle r = ro ein lokales Minimum besitzt und

instabil falls das effektive Potential Usr¢ an der Stelle r = ry ein lokales Mazimum besitzt.

4 Das Keplerproblem

Eine wichtige Anwendung des Newtonschen Gravitationsgesetz ist die richtige Beschreibung der Plane-
tenbahnen. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Bahnen in einem Newtonschen Gravitations-
potential Kegelschnitte sind. Weiterhin sollen auch die anderen beiden Keplerschen Gesetze hergeleitet
werden.

Ohne Begriindung soll hier die Gravitationskraft eines Teilchens der Masse m; auf ein Teilchen der Masse
me angegeben werden:
= 71— 13
F = ymymy——— 3
|71 — 73|
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4.1 Die Beschreibung des Problems

Das Keplerproblem besteht darin, die Bewegungsgleichungen fiir zwei Korper zu losen, die gravitativ
gekoppelt sind. Aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz und aus den Newtonschen Axiomen leitet man
ab:

ymyma

mir; = —————=(ry — 11 19

i = T (= ) (19)
N ymimg o,

— _ 20

moTo Hﬁ —TEH?’ (7“1 7“2) ( )

Die Kraft zwischen den Massen héngt offensichtlich nur von deren relativen Abstand ab. Es ist daher
sinnvoll Schwerpunktskoordinaten einzufithren. Wenn mit p die reduzierte Masse bezeichet wird, folgt so
fiir die Relativbewegung:

i ymimsz
ur = — T

(21)

r3

4.2 Losung der Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung
Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit dem Lésen von (21). Offenbar kann diese Gleichung in der Form:

ur = —grad U(r)

geschrieben werden mit U(r) = —ymimar~—!. Gleichungen dieser Art wurden im vorangegangenen Ab-
schnitt besprochen. Es wurde dort gezeigt, dass der Drehimpuls und die Energie der Relativbewegung
erhalten ist. Die Bahngleichung kann daher aus (17) gewonnen werden:

dr r? 2
prie il\/Q,u (E =i U(r))

Diese Differentialgleichung kann mit der Methode der Speration der Variablen gelost werden. Man findet:

ldr

/ \/2M )

ldr

\/ZM E - QWQ +ymima )

¢ — ¢o =

Um das letzte Integral iibersichtlich auswerten zu kénnen sollen nun folgende Abkiirzungen eingefiihrt
werden:
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Diese fiihrt zu dem Integral:

:L' xo
= 4 arccos — -

¢ — o=

Prinzipiell kann diese Gleichung nach dem Radius r aufgelost werden. Es sollen aber hier noch einige
Vereinfachungen durchgefiihrt werden. Die Winkel sollen ab jetzt so gemessen werden, dass ¢ der Winkel
zwischen dem Fahrstrahl und dem Halbstrahl, der vom Ursprung durch die Periapsis geht, ist. Damit
erhélt man auch den Wert fiir g, da dieser direkt mit dem Periapsisabstand verkniipft ist.

Um den Periapsisabstand zu bestimmen kann man benutzen, dass in der Periapsis die Radialgeschwin-
digkeit verschwindet. Weiterhin kann man den Radius wieder durch x ausdriicken und erhilt:

_P e
C2ur? v
2
oo
p

Offensichtlich muss man die positive Losung dieser Gleichung verwenden, da kleinere Werte von r zu
immer groferen Werten von z fithren, wie man aus der Definition von x leicht ablesen kann. Somit ergibt

sich fiir die Bahn:

cosp = pr
€
Aufgelost nach r findet sich folgende Bahngleichung:
_ p
r(®) = 1+ ecoso

Aus der Geometrie ist aber bekannt dass diese Gleichung gerade die Kegelschnitte in Polarkoordinaten
darstellt. Damit ist der erste Keplersche Satz gezeigt:

Satz 4.1 FErstes Keplersches Gesetz Alle Satelliten eines astronomischen Kdrpers bewegen sich auf Ke-
gelschnitten. Insbesondere bewegen sich die Planeten auf elliptischen Bahnen.

4.3 Das zweite und dritte Keplersche Gesetz

In diesem Abschnitt soll das zweite und das dritte Keplersche Gesetz gezeigt werden. Diese Gesetze geben
einen Zusammenhang zwischen den Umlaufzeiten und der Bahngeometrie an.

Satz 4.2 (Zweites Keplersches Gesetz) Ein Satellit eines astronomischen Kirpers bewegt sich so,
dass der Fahrstrahl in gleicher Zeit stets die gleiche Fliche tiberstreicht.

Satz 4.3 (Drittes Keplersches Gesetz) Die Quadrate der Umlaufzeiten von Satelliten auf gebunde-
nen Bahnen verhalten sich so, wie die Kuben der grofSen Halbachsen ihrer Ellipsenbahn.

Das zweite Keplersche Gesetz driickt im Prinzip nur die Drehimpulserhaltung beim Keplerproblem aus.
Zum Beweis dieses Satzes kann die Leibnizsche Sektorenformel zur Berechnung der zwischen den Zeiten
t1 und t5 iiberstrichenen Fliche verwendet werden:

A 1/t2( s yiydi= [ Cia= L -t
2 Ji, 2u Jy, 2p

Da der Drehimpuls [ eine Erhaltungsgrofle ist, folgt sofort der zweite Keplersche Satz.
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Mit diesem Ergebnis ldsst sich auch leicht der dritte Keplersche Satz beweisen. Wenn a und b die Haupt-
achsen der Ellipsenbahn sind und 7" die Umlaufdauer, so findet man:

T
— b:7ra2\/1—62:7raQ\/5
a

2'u =Ta

42 42
T2 — %szas _ITH s

Man erkennt, dass das dritte Keplersche Gesetz nur im Fall my > m; gilt, also bei einem schweren
Zentrum. Im allgemeinen Fall stimmt das dritte Keplersche Gesetz nicht und das Verhéltnis wird mas-
senabhéngig.

5 Streuung von Teilchen

Fiir die experimentelle Untersuchung von Strukturen im subatomaren Bereich werden sehr haufig Streu-
experimente durchgefiihrt. Allerdings wird die Dynamik in diesen Gréflenskalen nur durch die Quanten-
mechanik richtig beschrieben. Hier soll eine Diskussion von Streuexperimenten lediglich mit Hilfe der
klassischen Mechanik erfolgen. Dennoch sind die Ergebnisse bis in den atomaren Bereich hin anwend-
bar, wenn die Projektilenergien grof§ genug sind. Ein beriihmtes Beispiel hierfiir ist das Rutherfordsche
Streuexperiment, das entscheidend zur Aufklarung der Struktur der Atome beitrug.

5.1 Definitionen und wichtige Begriffe

Zuerst sollen einige wichtige Begriffe und Definition bei Streuexperimenten eingefiihrt werden. Streuex-
periment laufen im Allgemeinen so ab, dass ein Strahl aus Teilchen einer Sorte auf das zu untersuchende
Material geschossen wird und die Menge der in eine Richtung gestreuten Teilchen gez&hlt wird.

Ein Teilchen im einfallenden Strahl wird Projektil genannt. Der zu untersuchende Stoff heifit Target. Sehr
wichtig fiir die Beschreibung Streuprozessen ist der sogenannte differentielle Wirkungsquerschnitt.

Definition 5.1 (Differentieller Wirkungsquerschnitt) Betrachtet soll im folgenden ein allgemeiner
Streuprozess. Sei J der Betrag der einfallenden Teilchenstromdichte. Ferner sei N(Q) die Zihlrate in
einem bestimmten Raumwinkel Q. Man definiert dann:

do N(Q) _ Zdhlrate in einen bestimmen Raumwinkel

= . = 22
dQ J Einfallender Teilchenstrom (22)

Die Grifle % heifst differentieller Wirkungsquerschnitt.

Aus der Definition ist ersichtlich, dass man die theoretische Streurate N ein einen bestimmten Raumwin-
kelbereich © aus dem einfallenden Teilchenstrom berechnen kann zu:

. do
No = —d 2
o /@Jde (23)

In vielen Féllen ist es niitzlich die Querschnittsfliche zu finden, bei denen die Projektile iiberhaupt mit
dem Target wechselwirken, also iiberhaupt abgelenkt werden. Offensichtlich ergibt sich die totale Streu-
rate durch Integration iiber den ganzen Raumwinkel. Das Verhéltnis dieser Streurate zum einfallenden
Teilchenstrom ist dann die gesuchte Fléche.

Definition 5.2 (Totaler Wirkungsquerschnitt) Der differentielle Wirkungsquerschnitt g—g fiir einen
beliebigen Streuprozess sei gegeben. Dann heifit die Grifle

do
ot = | —=d2 24
Ttot / dQ) (24)

der totale Wirkungsquerschnitt des Streuprozesses. Hierbei muss tiber den gesamten Raumwinkelbereich
integriert werden.
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Anschaulich gesprochen gibt der totale Wirkungsquerschnitt an, wie grofl die Flidche auf dem Target sein
muss, damit eine Wechselwirkung eintreten kann. Der totale Wirkungsquerschnitt kann dabei durchaus
unendlich sein, wenn die Reichweite der Wechselwirkung zwischen Projektil und Target unbegrenzt ist.
Spéter wird gezeigt, dass dies beispielsweise beim Keplerproblem der Fall ist.

5.2 Streuung an rotationssymmetrischen Potentialen

Einen wichtigen Spezialfall der Streuprozesse bilden solche Prozesse, bei denen die Wechselwirkung rota-
tionsinvariant ist. Aufgrund dieser Symmetrie kénnen die einfallenden Projektile anhand eines einzigen
Parameters unterschieden werden. Eine Grofle ist beispielsweise der minimale Abstand b zwischen dem
Target und dem Projektil, wenn die Wechselwirkung nicht stattfinden wiirde. Diesen Parameter nennt
man den StoBparameter. Bildlich gesprochen bedeutet b = 0 einen zentralen Stoff und b > 0 einen nicht
zentralen Stof.

Ab jetzt soll nur die Wechselwirkung zwischen einem Projektil der Masse m; und einem Targetteilchen
der Masse ms untersucht werden. Das Potential der Wechselwirkung zwischen den Teilchen soll nur von
deren Abstand abhéngen. Es wurde bereits gezeigt, dass man durch Einfithren der Schwerpunktskoor-
dinaten R und 7, die Bewegungsgleichungen separieren kann. Ferner soll im folgenden nur der Streu-
prozess im Schwerpunktssystem untersucht werden. In einer Ubungsaufgabe findet sich eine Herleitung
der Riicktransformation ins Laborsystem. Ist das Targetteilchen allerdings sehr schwer, so kann auf diese
Riicktransformation verzichtet werden.

Angenommen das Wechselwirkungspotential erlaubt ungebundene Bahnen. Weiterhin soll die Losung
der Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung ergeben, dass ein Teilchen, dass mit dem Stoflpara-
meter b eintrifft um einen Winkel 6(b) gestreut wird. Bei diesem Prozess werden keine Teilchen erzeugt
oder vernichtet. Teilchen mit StoBparametern im Bereich [b,b + db] werden also in den Winkelbereich
[0(b), 0(b)+0'(b)db] abgelenkt. Ist beispielsweise &' (b) < 0, so soll unter letztem Intervall [0(b) + 6’ (D), 6(b)]

verstanden werden.
Wegen der Teilchenzahlerhaltung muss nun gelten:

do
27bdb = 2240
T a0

Dies begriindet sich darin, dass nach der Definition des differentiellen Wirkungsquerschnitts, der in df)
gestreute Teilchenstrom gleich J = j—gzdﬂ ist und gleich der Teilchenzahl sein muss, die zwischen den
Stofparametern b und b + db eintreffen.

Setzt man die Definition des Raumwinkelelements in Kugelkoordinaten ein, wobei die z-Achse in Strahl-
richtung zeigen soll, so findet man nach Integration tiber den Azimutwinkel:

d

bab = é sin 00
Setzt man noch den Zusammenhang zwischen Polarwinkel § und dem Stoflparameter b ein, so findet sich
folgende Formel:

do_ b(0)|V'(9)]

dQ  siné
Der Betrag wurde eingefiihrt, da b’'(f) auch negativ werden kann. Es bleibt hier noch zu beachten, dass
dies der Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktssystem ist und dieser eventuelle noch ins Laborsystem
transformiert werden muss.

(25)

5.3 Beispiel: Streuung am Coulombpotential

Als Beispiel soll nun die Streuung eines Teilchenstromes an einem Coulombpotential der Form U(r) =
—or~! untersucht werden. Die Bahnen fiir dieses Potential ergaben sich zu:
D 12 El2

(@)= Lt p=—— e=1/142

1+ecosg’ mo ma?2
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Hierbei bezeichnet ¢ den Winkel relativ zum Strahl zwischen Periapsis und Streuzentrum. Im Fall € > 1
sind die Bahnen ungebunden und das Teilchen kann ins Unendliche entkommen. Aus der Bahngleichung
erkennt man, dass im Fall cos ¢y = f% gerade die Winkel bestimmt werden, unter denen das Teilchen
eintrifft und entkommt. Der Ablenkwinkel ergibt sich folglich zu:

9:2(;50—7'('

Lost man diese Gleichung nach ¢y auf und wendet die Kosinusfuktion auf die Gleichung an, so findet
man:

. 1

sin 5 = -
Der néchste Schritt ist die Bestimmung der Abhéngigkeit der numerischen Exzentritdt der Bahn vom
Bahnparamter bei fester Teilchenenergie F. Im unendlichen verschwindet die potentielle Energie der
Wechselwirkung und die Teilchenenergie ist gleich der kinetischen Energie des Projektils im Unendlichen.

Uber die Definition des Drehimpulses folgt:

1?2 = 2mEb?

Setzt man dieses Resultat in die Formel fiir die numerische Extentritit ein und diese in die Gleichung fiir
den Ablenkwinkel 0, so findet man nach etwas Rechnen:

@ 0

Unter Benutzung des Resultats (25) folgt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt bei der Cou-

lombstreuung;:
dr  a® cot a? 1

- _ = = 27
dQ  8E2 gin? g sinf  16E2 gin* % (27)

Dieses Ergebnis ist auch unter dem Namen Rutherfordsche Streuformel bekannt. Zum Abschluss soll noch
gezeigt werden, dass der totale Wirkungsquerschnitt unendlich grof ist. Dies ist zu erwarten, da die das
Wechselwirkungspotential unbeschrénkt ist.

Aus der Definition folgt:

2ra? [T sinfd ra? [T cos? ra? [Ydx
Otot 16 E2 /O sin4 g 4E2 /O sin3 g SE2 /O 3 o0
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