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1 Der elektromagnetische Schwingkreis

Ein elektromagnetischer Schwingkreis besteht aus einer Kapazitdt C' und einer Induktivitdt L. Er ist
vergleichbar mit einem mechanischen System aus zwei Federn zwischen denen eine Masse schwingt. W&h-
rend bei der mechanischen Schwingung potentielle in kinetische Energie umgewandelt wird, wird in einem
elektormagnetischen Schwingkreis die im Kondensator gespeicherte elektrische Energie in die magnetische
Energie der Spule umgewandelt und umgekehrt.

o Anhand der Abbildung (1) sollen nun kurz die
) {'ﬁmﬁm\mwnﬁmﬂ Phasen der elektromagnetischen Schwingung erklért
Bput werden. Zum Vergleich ist auch die analoge mecha-
nische Schwingung abgebildet.

a) Uber eine externe Spannungsquelle wird der

5";—5-33 AT *’ BEBEBEBE6Y \.’ﬁmﬁm Kondensator aufgeladen. Anschliefend wird
,-\;._.-\ o) Eon die Quelle entfernt.

: mﬁﬁ@fﬁﬁﬁ"jﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬂ b) Der Kondensator beginnt sich zu entladen, in-
i q) B dem ein Strom durch die Spule fliefst, wodurch
/_“7 in der Spule ein Magnetfeld erzeugt wird.

;353 tJ_U_{_Uj:e) E:/ m c) Ist der Ladungsunterschied am Kondensator

vollstandig ausgeglichen, fillt der Strom auf
Null ab. Dies hat in der Spule einen Indukti-

Abbildung 1: Elektromagnetischer Schwingkreis onsstrom zur Folge, der dieselbe Richtung hat
wie der Ausgangsstrom. Dadurch 14dt sich der
Kondendsator erneut auf, diesmal jedoch mit
entgegengesetzter Polung wie zu Beginn und
der Kreislauf startet erneut mit entgegenge-
setztem Vorzeichen.

1.1 Gedimpfte elektromagnetische Schwingung

Es wird jetzt der bereits bekannte Schwingkreis be-

v _P| trachtet. Uber die Spannungsquelle werde der Kon-
:_-1.; densator aufgeladen. Wie vorher, werden die kirch-
L i::j hoffschen Regeln verwendet und die daraus resultie-
~:__'_-:C rende Spannungsbilanz nach der Zeit abgeleitet, was
U, ,_';___ :E_;c auf die bekannte Formel
o j_ dUe. — @ +R g + i
a7 de? dt C
= fiihrt. Nun wird die Spannungsquelle abgeschaltet,

wodurch die Schwingung einsetzt. Dies fiithrt auf eine
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir

den Strom:
Abbildung 2: Schaltung des Schwingkreises
L & +R d + I_ 0 (1)
dt? at  C

Der ohmsche Widerstand sorgt dabei fiir die Dampfung der Schwingung. Er wandelt die elektromagneti-
sche Energie in Wirmeenergie um, ganz analog zur Reibungskraft bei einer mechanischen Schwingung.
Zur Losung der Diffenrentialgleichung wird folgende komplexe Funktion angesetzt:

I(t)y=A-eM



Durch Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir A mit den Ldsun-
gen:

2
)qu—%:l: fﬁ—%:—aiﬂ
Somit muss als allgemeine Losung fiir Gleichung (1) eine Linearkombination gew&hlt werden:
I(t)=4, ce (@Ot 4 A, L g (a0t (2)
Es lassen sich nun drei Fille unterscheiden:
1. Kriechfall: 8 € R
2. Aperiodischer Grenzfall: 3 =0
3. Geddmpfte Schwingung: g € &

Kriechfall:
Man erhélt in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen leicht unterschiedliche Losungen:

Anfangsbedingungen: I (t = 0) = I Anfangsbedingungen: I (t = 0) =0
und 7 (t =0)=0: und I (t =0) #0:
_ —at & Iy _ t .
I(t)y=1Iy-e cosh (3t) + Bsmh (Bt) I(t) = 5° ot . sinh (Bt)

Der Strom fallt monoton und kriecht asymptotisch Der Strom steigt erst von Null an um spéiter wieder
gegen Null. asymptotisch gegen Null zu sinken.

Gedimpfte Schwingung:
Um Gleichung (2) fiir den Fall einer geddmpften Schwingung auszuwerten, wird die zweckméfige Erset-
zung 0 =1 - w gemacht. Damit ergibt sich recht schnell als Losung fiir den Strom:

I(t) =2|Ale *cos (wt + ¢)

Die Grofien A und ¢ miissen aus den Anfangsbedingungen ermittelt werden.
Es liegt hier demnach eine Schwingung mit der Frequenz

1 _B
LC 412
vor, deren Amplitude exponentiell abfillt. Offensichtlich wird bei einer ungeddmpften Schwingung, d.h.

R = 0, die Resonanzfrequenz wy = \/% reproduziert.

w =

1.2 Gekoppelte Schwingkreise

Zwei Schwingkreise lassen sich {iber einen gemein-

i l samen Kondensator (kapazitive Kopplung), tiber ei-
1 o

= :‘:ﬁ ¢ ne gemeinsame Spule (induktive Kopplung) oder

LG Le SL iiber einen gemeinsamen ohmschen Widerstand (gal-

o = vanische Kopplung) miteinander verbinden. Exem-

Cy [ ] G, larisch werden hier die zwei induktiv gekoppelten
T T o oooPp

Schwingkreise aus Abbildung (3) betrachtet.

Abbildung 3: Induktiv gekoppelte Schwingkreise

Auf Grund der gegenseitigen Induktion der Schwingkreise erhdlt man aus den kirchhoffschen Regeln ein
System aus gekoppelten Differentialgleichungen:

d211 d[l Il d2]2
Ii—— 4+ Ri— 4+ - = —Ljg—
a2 Ty T 127952
d21, di, I d2rn
Lo——2 + Ry—2 4+ =2 = —L1g——t
g2 Ty T 12732



Fiir beide Stréme wird eine Schwingungsgleichung der Form I = I - " eingesetzt. Dadurch ergibt sich
folgendes Gleichungssystem:

—L1w2 + ZWRl + C% —w2L12 Il o O 3

( —w2L12 —L2w2 + wRy + Cl'2> ([2) - (O) ( )
Bei einer kapazitiven Kopplung muss der Kopplungsterm w?L;5 in Gleichung (3) durch % und bei einer
galvanischen Kopplung durch wR ersetzt werden.
Aus der Mathematik ist bekannt, dass ein solches Gleichungssystem genau dann nichttriviale Losungen
besitzt, wenn die Determinante der Matrix in (3) Null ist. Diese Bedingung fiihrt auf eine Bestimmungs-
gleichung fiir die Frequenz w des Schwingkreises. Um die Losng zu finden ist im Allgemeinen ein grofserer
Rechenaufwand notwendig.
Fiir den Spezialfall einer reibungsfreien Schwingung, d.h. R; = Rs = 0, zweier identischer Schwingkreise,
d.h. Ly = Ly = L und C; = C5 = C, erhilt man eine quadratische Gleichung fiir w mit den Losungen:

Wwo Wo
Wy =

1-k v1+k

Dabei ist wy die bekannte Resonanzfrequenz und k = % der sogenannte Kopplungsgrad.

1.3 Hertzscher Dipol

I e i A
l:::‘i |'lr l"l'
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Abbildung 4: Vom Schwingkreis zum herzschen Dipol

Es wird nun kurz erldutert, wie ein elektromagnetischer Schwingkreis in einen herzschen Dipol umgewan-
delt werden kann. Dazu betrachte man Abbildung (4).

a) Zunichst liegt ein ungedédmfter Schwingkreis mit Kapazitit und Induktivitét vor.

b) Die Spule wird nun soweit auseinandergezogen, dass sie am Ende nur noch aus einer Windung
besteht.

¢) Danach werden die Kondensatorplatten voneinander getrennt, so dass ein gerader Draht mit zwei
geladenen Platten entsteht.

d) Die Platten konnen im letzten Schritt entfernt werden, so dass nur noch ein gerader Draht vorhanden
ist.

In diesem Draht konnen die Ladungen zur Schwingung angeregt werden. Dies hat einen Wechselstrom
im Draht zur Folge. Man kann im Experiment zeigen, dass der funktionale Verlauf des Stromes einer
stehenden Welle entspricht, deren Amplitude an den Drahtenden Null ist. Die maximale Wellenlénge
betrigt also A = 2] und die minimale Resonanzfrequenz ist somit w = % = %vph.

Die Phasengeschwindigkeit einer elektromagnetischen Welle im Vakuum entspricht der Lichtgeschwin-
digkeit. Da sie sich hier aber im Draht ausbreitet, gehen noch die spezifischen Materialkonstanten mit

ein:
c
NG
Ist ein hertzscher Dipol einmal zum Schwingen angeregt, so erzeugt er elektrische und magnetische Felder,
die in den Raum abgestrahlt werden und sich dann ausbreiten. Dadurch ist er ein wichtiges Werkzeug

Uph =



zum Senden aber auch Empfangen von elektromagnetischen Wellen (Antenne).
Die Energiestromdichte eines Dipols, d.h. die pro Zeit- und Flacheneinheit transportierte Energie, betrégt

S=¢y-c- E?
und die mittlere abgestrahlte Leistung

5 _ ¢°w'dg

" 12megcd

wobei ¢ die Ladung und dy den Durchmesser des Diplos (des Drahtes) bezeichnet.

2 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

2.1 Die Wellengleichung

Es werden noch einmal die Maxwellgleichungen im strom- und ladungsfreien Vakuum betrachtet:

- 0B =~ 10E
rotll = _E rotB = C?E
Wird auf die linke Gleichung die Rotation angewendet und die rechte Gleichung eingesetzt, so ergibt sich:
- 0B 0 = 1 0°E
VxVxE=-V 7:77(v B):ff
v ot T o\ 2 o

Unter Verwendung des folgenden Zusammenhanges

V x V x E = grad (divE) _div (gradE) — _AE

——
=0

erhdlt man schlieflich eine Wellengleichung fiir das elektrische Feld:

=
Aj_ LOE @

2 ot
Fiir das Magnetfeld ldsst sich auf analoge Weise ebenfalls eine Wellengleichung herleiten.

2.2 Lo6sung der Wellengleichung

Als Losungen fiir Gleichung (4) bieten sich bei den meisten Problemen ebene Wellen

E (7 t) = By - e (Fr—t) (5)
oder Kugelwellen an:
= E() I_c‘*f +
E(F.t) = 2. gkr—wt)
(7‘7 ) |ﬂ € (6)

Dabei ist ’E‘ =k= 27” die Wellenzahl und w = 27v die Kreisfrequenz mit ¢ = v - \.

Oftmals reicht es auch, eine einfache sinus- oder cosinusformige Welle anzusetzen. Alle genannten Lo-
sungsformen gelten analog fiir das magnetische Feld.

2.3 Eigenschaften elektromagnetischer Wellen

Es wird nun angenommen, dass sich das elektrische Feld in x-Richtung ausbreitet. Wegen divE =0 folgt
%—f = 0 und somit ist das elektrische Feld in x-Richtung konstant, d.h. Elk.

Jetzt wird das Koordinatensystem so gelegt, dass das E-Feld nur noch eine y-Komponente hat. Mit der
Maxwellgleichung rotE = f%—]f findet man, dass das B-Feld nur noch eine z-Komponente hat. Zusamm-

fassend bedeutet dies, dass
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was man auch mit folgender Formel ausdriicken kann:

U
B=— (k x E) (7)
w
Dies fiihrt auf den Betrag des magnetischen Feldes:
1
B=--F 8
- (®)

Elektromagnetische Wellen sind also transversale Wellen. Beide Felder stehen senkrecht aufeinander und
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Zudem sind E- und B-Feld in Phase.

2.4 Polarisation elektromagnetischer Wellen

Man unterscheidet zwischen linear, zirkular, elliptisch und unpolariserten Wellen.

Eine linear polariserte Welle schwingt in einer Ebe-

E= Eocos\mt kz) »Q ‘)' . . .
¥ ¥ k, ne, d.h. der Amplitudenvektor der Welle zeigt immer
\ A in die gleiche Richtung, z.B. 1 z. Zudem sind die ver-
| @ bleibenden Komponenten (hier x- und y-Richtung)
in Phase.
Y
™
Abbildung 5: Lineare Polarisation
y Auch eine zirkular polariserte Welle schwingt in einer
A Lt Ebene und die Komponenten des Ampliudenvektors
Eq,21Eo{sine 50< haben den gleichen Betrag. Es tritt jedoch eine Pha-
: ' senveschiebung der Komponenten um 90° auf.

Egx= IEoIcow 2

Abbildung 6: Zirkulare Polarisation

Ist eine der beiden Bedingungen fiir eine zirkular polariserte Welle nicht erfiillt, so liegt eine elliptisch
polarisierte Welle vor.

Wenn der Ampliudenvektor der Welle keine zeitlich konstante Richtung besitzt und sich statistisch mit der
Zeit dndert, so spricht man von einer unpolarisierten Welle. Lichtwellen sind in der Regel unpolarisiert.

2.5 Energie- und Impulstransport durch elektromagnetische Wellen

Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes w ist bereits bekannt. Nun wird die Energiestromdichte
(Intensitét) der elektromagnetischen Welle definiert. Dies ist die Energie, die pro Zeiteinheit durch eine

Flacheneinheit senkrecht zu E, d.h. senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, transportiert wird. Sie ist gegeben
durch:

I=c- 60E2
Die Richtung dieses Energieflusses wird durch den Poynting-Vektor angegeben:



§=Exﬁ=eo-c2(]§x§)

mit S = ’5‘ = I. Die Einheit des Poynting-Vektors ist [S] = 105.
Ebenso wie der elektromagnetischen Welle eine Energiestromdichte zugeordnet wird, definiert man auch
den Impuls pro Volumeneinheit:

1~ L
Tsi = 55 = ¢ (E < B)
c
mit [Ig| = %
Bei einer Reflexion einer Welle an einer Wand, erhélt die Wand den doppelten Impuls, wodurch ein Druck
auf die Wand herrscht. So lisst sich auch der Strahlungdruck fiir elektromagnetische Wellen definieren:

Pst:C'|HSt|:€0'E2:w
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