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1 Elektrischer Strom

1.1 Allgemeines

Elektrischer Strom bedeutet bewegte Ladungen. Als Stromstérke I ist die Ladungsén-
derung pro Zeit definiert. Ihre Einheit ist das Ampere.

e 1)

I =
dt

Gemals der technischen Stromrichtung wird der Stromfluss positiver Ladungstrager mit
positivem Vorzeichen versehen. Auferhalb einer Spannungsquelle fliefst der Strom also
immer von von Plus nach Minus.

Neben der Stromstéarke ist auch die Stromdichte fvon Bedeutung. Sie gibt den Strom
pro Fliche an und ist wie folgt definiert:

[ / jad 2)

Befinden sich in einem Leiter (Querschnittsfliche A) N Ladungen ¢ pro Volumenelement,
die sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegen, dann gilt:

I = NqAv (3)
J = Nqu = 047 (4)

1.2 Kontinuitatsgleichung

Der Gesamtstrom, der durch eine geschlossene Hiillfliche fliekt, entspricht der Anderung
der von der Flache eingeschlossenen Ladung. Dies ist anschaulich durch Vergleich von
Gleichung (1) und (2) nachvollziehbar.

dQ d

= pjdA=——"=—— [ gqdV 5
iS5 [ o )

Nach dem Satz von Gaufl ist

f{ JdA = / divjdV
1%

Differentiell geschrieben ergibt sich damit die Kontinuititsgleichung:

.= 0 .
divj(r,t) = —Egel(r,t) (6)



1.3 Ohmsches Gesetz

Ladungsbewegung wird grundsétzlich durch zwei Faktoren verursacht, thermische Ener-
gie und das Einwirken elektrischer Felder. Die mittlere thermische Geschwindigkeit ist
Null da die thermische Bewegung isotrop ist. Ein elektrisches Feld ruft dagegen eine
gerichtete Driftgeschwindigkeit vp hervor. Diese héngt neben der Feldstirke noch von
der Stofzeit 7, ab, welche die mittlere Zeit zwischen zwei Stofen mit anderen Teilchen
angibt.

(Up) = —s (7)

m

Setzen wir die Driftgeschwindigkeit in Gleichung (4) ein, so erhalten wir

Fassen wir den Vorfaktor als elektrische Leitfahigkeit o, zusammen, ergibt sich das
Ohmsche Gesetz

j: aelﬁ (8)

Etwas vertrauter ist die integrale Form des Ohmschen Gesetzes. Da fiir einen homogenen
Leiter der Lange L mit Querschnitt A gilt, dass

U:/EdL:E-L
L

Li/ﬁX:fA
A
lasst sich (8) iiberfiihren in

L L

UelAI—QSZI—R'I (9)
Die materialspezifische Grofe og heifst spezifischer Widerstand und ist gleich dem Kehr-
wert der elektrischen Leitfdhigkeit 0. Geldufiger ist der Widerstand R, der in der
Einheit Ohm angegeben wird. Widerstand und Leitfahigkeit sind temperaturabhéngige
Grofen. Bei Metallen wichst der Widerstand und die Leitfahigkeit sinkt mit zunehmen-
der Temperatur.

Anmerkung: Auch wenn die Verwendung der Buchstaben etwas irrefithrend ist, hat
der spezifische Widerstand p, ebensowenig mit der Ladungsdichte g zu tun, wie die
elektrische Leitfiahigkeit o.; mit der Flachenladungsdichte o!

U=

1.4 Arbeit und Leistung

Im elektrischen Widerstand liegt eine Potentialdifferenz vor. Daher ist ein Ladungstrans-
port stets mit einer zu verrichtenden Arbeit verbunden.

W=Q-U (10)



Bei einem Stromfluss I wird dabei Leistung abgegeben

AW dQ
P = — = I 11
dt v dt v (1)

Bei konstanter Spannung und Stromstérke wird durch den Stromfluss in einem Zeitin-
tervall At die entsprechende Arbeit verrichtet:

t2
W = / Uldt = UIAt (12)
tl

Die abgegebene elektrische Energie geht als Warmeenergie in den Leiter, der sich erhitzt.
Die freigewordene Wiarme bezeichnet man als Joulsche Wirme.

1.5 RC-Schaltkreise

Ein Beispiel fiir die Anwendung des Ohmschen Gesetzes findet sich bei der Auf- und
Entladung eines Kondensators. Wir betrachten zunichst den Ladevorgang nach Abbil-
dung 1. Wenn der Schalter geschlossen wird, liegt die Spannung U, iiber R und C an.

5 1

o f-—|_|—;/‘, L .
3 U= Upi—eTh—"

Abbildung 1: Aufladung eines Kondensators
Wiéhrend des Ladevorgangs baut sich am Kondensator eine Gegenspannung U(t) auf.
Mit Q(t) = C' - U(t) ist dann

Leitet man die Gleichung nach der Zeit ab, so erhilt man

dI(t) 1 dQ(t) 1 (t)
d¢  RC dt ~ RC
Die Differentialgleichung lésst sich leicht 16sen und wir erhalten
I(t) = Ipe 7o (13)
U(t) = Uy(1 — e 70) (14)

Man bezeichnet das Produkt RC als charakteristische Zeitkonstante.



Abbildung 2: Entladung eines Kondensators

Analog verfahren wir mit dem Entladevorgang (Abbildung 2). Nun ist Schalter S; offen
und C geladen. Wenn wir jetzt Schalter S, schliefsen, fliekt durch Ry der Strom

dQ(t) du(t) _ U(t)
I(t)=——FF=-(C—7+=—+
®) dt dt Ry
Damit haben wir aber eine einfache Differentialgleichung in U, so dass sich als Losung

ergibt

I(t) = Lye ®® (15)
U(t) = Upe 70 (16)

1.6 Widerstandsnetzwerke

Bei komplexen elektrischen Schaltungen mit Kombinationen aus Parallel- und Reihen-
schaltungen sind die Kirchhoffschen Regeln sehr niitzlich zur Berechnung von Stro-
men, Spannungen und Gesamtwiderstédnden.

i) Knotenregel: Die Summe der einlaufenden und auslaufenden Stréme an einem
Knotenpunkt ist Null. Stréme, die in den Knoten hineinflieken, werden positiv
gezihlt, hinausfliefsende Strome negativ.

> Li=0 (17)

ii) Maschenregel: Die Summe der Spannungen entlang einer geschlossenen Leiter-
schleife (Masche) ist Null. Die Spannung, die iiber einem Widerstand abfillt (I- R)
wird dabei negativ gerechnet, wenn der Widerstand in Stromrichtung durchlaufen
wird, andernfalls positiv. Durchlauft man eine Spannungsquelle vom Minus- zum
Pluspol, so wird sie positiv gezdhlt, andernfals negativ.

> Ui=0 (18)

Mit diesen beiden Regeln konnen wir nun sehr einfach die Regeln fiir Reihen- und Par-
allelschaltung herleiten.



i) Reihenschaltung: Bei einer Reihenschaltung von k Widerstinden Ry haben wir
eine einzige grofse Masche, so dass fiir die Spannungen gilt

Uo=> Uk
k

Geméf der Knotenregel (wir denken uns Knoten mit einem einlaufenden und einem
auslaufenden Knoten zwischen den Widersténden) ist

Up=1IRges =Y Up=)Y IR,
k k

Damit folgt, das der Gesamtwiderstand einer Reihenschaltung gleich der Summe
aller Einzelwiderstinde ist:

Rges = Y Ry (19)
k

ii) Parallelschaltung: Bei der Parallelschaltung gehen alle Teilzweige in einem Knoten-
punkt aus dem Hauptzweig hervor, weshalb mit der Knotenregel fiir k Widerstande
in k Teilzweigen gilt

1:2@
k

Mit der Maschenregel sehen wir, dass sich fiir jeden Widerstand Ry eine geschlos-
sene Masche finden lisst, die nur noch die Stromquelle mit einschliefst. Folglich ist
die Spannung in jedem Teilzweig gleich der Ausgangsspannung und wir erhalten

-2 _yY
RGes L Rk

Bei einer Parallelschaltung ist also der Kehrwert des Gesamtwiderstands gleich der
Summe der reziproken Einzelwiderstinde:

1 1
Do o
RGes L Rk

1.7 Stromquellen

Reale Stromquellen sind sowohl durch die Klemmenspannung U als auch durch den
Innenwiderstand R; charakterisiert. Zur Berechnung der Klemmspannung kann R; als
ein in Reihe zur idealen Spannungsquelle Uy geschalteter Widerstand betrachtet werden.
Die Klemmspannung ist dann gleich der idealen Spannung minus jener Spannung, die
am Innenwiderstand abfallt.

R;
U=U,—IR; = Up(l — ——
0 ol Ri+Ra)
R,
U=U,- 921
" R+ R, (21)



2 Statische Magnetfelder

2.1 Allgemeines

Experimentell zeigt sich, dass sich die Kraft zwischen zwei magnetischen Monopolen
analog zur Coulomb-Kraft in der Elektrostatik verhilt. Streng genommen gibt es solche
magnetischen Monopole in der Realitédt nicht, sie lassen sich aber beispielsweise durch
einen langen Stabmagnet simulieren, in dem die Pole weit voneinander entfernt sind.
Wenn der einzelne Pol sich durch seine Polstédrke p auszeichnet, gilt

1 pip2 .

F= =2,
A g 12

(22)

Entsprechend der elektrischen Feldstéirke E ist die magnetische Erregung H (H]=12)
definiert:

~ F
H = lim — (23)
P2—0 P2
In der Praxis etwas gebrduchlicher ist die magnetische Feldstarke B, die mit dem
Tesla auch eine eigene Einheit besitzt (|[B]=125=1T).

—

Die magnetische Feldstirke ist der elektrischen in vielerlei Hinsicht &hnlich. Sie un-
terscheidet sich jedoch in dem wesentlichen Punkt, dass ihre Feldlinien immer in sich
geschlossen sind. Es gibt im Magnetfeld also keine Quellen und Senken.

Die Magnetfeldlinien laufen aufserhalb des Magneten stets vom Nord- zum Siidpol, in-
nerhalb des Magneten von Siid- zum Nordpol.

Anmerkung: Hiufig wird auch H als magnetische Feldstérke bezeichnet und B als ma-
gnetische Flussdichte oder Induktion. In diesem Skript ist die oben getroffene Definition
beibehalten.

2.2 Magnetischer Fluss

Der magnetische Fluss ist ein Mafs fiir die Feldlinienzahl durch die Fliche A. Er ist
definiert als

Doy = / BdA (25)
A

Da die magnetischen Feldlinien geschlossen sind, muss fiir eine geschlossene Fléche (z.B.
Kugeloberfliche) gelten, dass ebensoviele Linien in die Fléche hineingehen wie heraus-
kommen. Mit dem Satz von Gaufs gilt

f{ BdA = / divBdV =0
1%



Damit erhalten wir die mathematische Formulierung dafiir, dass Magnetfelder quellen-
und senkenfrei sind:

divB =0 (26)

Zur Erinnerung: im E-Feld war divE = ‘;—Zl # 0.

2.3 Amperesches Gesetz

Im elektrostatischen Feld galt aukerdem, dass § Eds = 0 ist. Fiir Magnetfelder zeigt sich
dagegen ein Zusammenhang, der als Amperesches Durchflutungsgesetz bezeichnet wird:

f{ Bd§ = po - 1 (27)
0A

Es wird iiber den Rand der Fliche integriert, durch die der Strom flieft.
Ein verbreitetes Beispiel ist das Magnetfeld eines langen stromdurchflossenen Leiters im
Abstand r. Wir integrieren iiber den Rand einer Kreisflache, sodass gilt

f §d§:B-27rr:uU-I
0A

Umstellen liefert die Feldstirke, die indirekt proportional zum Abstand r ist.

o - 1
b= 2mr (28)

Auch das Magnetfeld einer langgestreckten Spule mit N Windungen lésst sich mit dem
Ampereschen Gesetz sehr leicht berechnen. Dafiir wihlen wir als Integrationspfad ein
Rechteck, das mit einer Seite durch die Spulenachse fithrt (Abbildung 3).

Da die Strecken AC und BD senkrecht auf das Magnetfeld stehen, wird das Skalar-

C D
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+ |
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Abbildung 3: Integrationspfad fiir das Magnetfeld einer langgestreckten Spule

produkt 0. Die Strecke CD ldsst sich beliebig weit von der Spule entfernen, bis das



Magnetfeld fast vollig verschwindet. Fiir die Integration bleibt iibrig:

9A B
NI
:>B:N0‘T (29)

Anmerkung: Unter Beriicksichtigung von Gleichung (2) ldsst sich das Amperesche
Gesetz mit dem Satz von Stokes in eine differentielle Form umformen:

f.ﬂozﬂo/jdg:j{ Edgz/rotéd/f
A 0A A

= rotB = 110 (30)

2.4 Vektorpotential

Bislang traten viele Analogien zwischen den elektrischen und den magnetischen Feldern
auf. Bei der Suche nach einem magnetischen Potential zeigt sich allerdings, dass es
keinen skalaren Ausdruck gibt, der die notigen Bedingungen erfiillt. Stattdessen wird
ein Vektorpotential A definiert:

B =rotA (31)

Diese Definition allein reicht aber noch nicht aus, um das Vektorpotential eindeutig
festzulegen. Da die Rotation eines Gradientenfelds stets 0 ist, ergdbe sich dasselbe Ma-
gnetfeld, wenn man ein beliebiges Gradientenfeld V f zum Vektorpotential hinzuaddieren
wiirde. Um das auszuschliefsen wird als zweite Bedingung an das Vektorpotential eine
sogenannte Eichbedingung eingefiihrt.

Fiir stationére, d.h. zeitunabhéngige Felder ist dies die Coulomb-Eichung. Neben (31)
muss fiir das Vektorpotential gelten

divA =0 (32)

2.5 Biot-Savart-Gesetz

Das Vektorpotential ldsst sich aus einer gegebenen Stromverteilung j(F) ganz dhnlich

—\

bestimmen wie das elektrische Potential aus der Ladungsverteilung o(7). Einsetzen von
(31) in (30) ergibt

1) = rot(rotA) = grad(divA) — div(grad A)
Geméf der Coulomb-Eichung ist der erste Summand Null und es gilt

div(gradA) = AA = —poj (33)



Komponentenweise entspricht die Gleichung der Poisson-Gleichung A®,; = —Qa—f)l. Daher
sind auch die Losungen der beiden Gleichungen sehr &hnlich:

A(R) = @/‘/M (34)

47 T12

Differentiation nach 7, gemif Gleichung 31 liefert die magnetische Feldstérke:

Bi) = 40 [ ror PR o[22 gy, (39

T AL 2

Bei einem Strom durch einen diinnen Draht ist die Stromdichte {iber der Querschnitts-
fliche nahezu konstant und es gilt

jdvV =7 -dA-ds=1-ds

Das Volumenintegral reduziert sich dann zu einem Linienintegral, das als Biot-Savart-
Gesetz bezeichnet wird:

. 5o % d3
B(#) = _&.[/W—‘S? (36)

2
47 19

Wie diese Formel angewendet wird, wollen wir uns anhand von zwei Beispielen verdeut-
lichen:

i) Gerader Leiter:
Der Punkt P, an dem wir das Magnetfeld suchen, befindet sich bei 77, der Ort

a.' ds_Jl .
{ W ]
a, /C!
pllo 7
ol
L
P w

Abbildung 4: Zur Berechnung des Magnetfelds eines langen geraden Leiters

von Q liegt bei 75. Es gilt wie oben hergeleitet

o €12 X dSs: .
B(rl):—&-l/¥ (i)

47 1o

Rein geometrisch betrachtet gilt nach Abbildung 4

T2 =
COS

(i)

10



i)

n+s=p-tanqw (iii)
Aus der Ableitung von (iii) folgt weiter, dass

ds p p
— = = ds =
da  cos’a cos?q

do (iv)
Setzen wir diese Beziehungen in (i) ein, dann erhalten wir

= ol /Oé2 pda COSQOZCOS@@ = &[(sina — sinay )é (v)
47 ), cosPa  p? Y dmp 2 Vre

B(7)
1

Dabei ist é, der Einheitsvektor an der Stelle P senkrecht zur Ebene, in der sich
P und der Draht befinden. Wenn die Liange des Drahts gegen unendlich geht, ist

a1 = —90° und ay = +90° und wir erhalten wie erwartet Gleichung 28:
5/ = pol .
B(r) = %% (vi)

Kreistormige Schleife:

Zunichst wollen wir nur das Magnetfeld im Mittelpunkt der Leiterschleife bestim-
men. Dazu parametrisieren wir den Weg 35, {iber den wir integrieren wollen, durch
einen Kreis um den Mittelpunkt M

Rcoso

§2(¢) = RS(i)ncb (1)

Da wir fiir unsere Formel nur eine infinitesimale Wegstrecke brauchen, differenzie-
ren wir den obigen Ausdruck nach ¢ und erhalten

— Rsing
dsy = | Rcos¢p | do (ii)
0

Nach unserer Parametrisierung ist der Einheitsvektor €152 genau gleich % und

somit senkrecht auf dem infinitesimalen Stiick ds. Damit ist das Kreuzprodukt

Rcoso — Rsing 0
€19 X dSy = = Rsing | x | Rcosgp | dop= |0 | do (iii)
0 0 R

Eingesetzt in Gleichung 36 ergibt sich also

21 ~
507 — Mo Re.dp po 27, pol .
B = — . I = — _[_ 2z == — z
(M) = o /0 RZ 4r "R 2RC (iv)

11



Mit unserer Parametrisierung (i) konnen wir des Weiteren das Magnetfeld entlang
der z-Achse berechnen. Der Verbindungsvektor 75 ist dann

— Rcos¢
7?12 = —RSiH¢ (V)

z

Geteilt durch den Betrag rio = v R? + 22 ergibt sich der Einheitsvektor, sodass
sich mit (ii) das Kreuzprodukt berechnen lésst:

—Rcoso — Rsing

1
€19 X dS9y = — | —Rsin x | Rcos do =
1 zR cos ¢
=——— | zRsin¢ | do (vi)

VRZ+ 22 R2

Eingesetzt in die Biot-Savart-Gleichung ergibt sich

B I or (2R cos o

B(z) = Lg/ zRsing | dop =
A4/ R?2 4 227 Jo R?
1ol po-1-A

= —327TR2éZ =—
A/ R? + 22 21V R? + 22
Das Produkt aus der Fliche, die die Leiterschleife umschlieft, und dem Strom

durch die Leiterschleife bezeichnet man als magnetisches Dipolmoment der Strom-
schleife.

p=1-A (37)

(vii)

2.6 Kraft auf bewegte Ladungen

Auf Ladungstriager ¢, die sich im Magnetfeld B bewegen, wirkt die sogenannte Lor-
entzkraft

Fy, = q(7 x B) (38)

Wenn das Magnetfeld zusatzlich von einem elektrischen Feld iiberlagert ist, so wirkt auf
die Ladung die Summe der beiden Krifte, die allgemeine Lorentzkraft

F=q(E+7x B) (39)

Diese Kraft wirkt natiirlich nicht nur auf Ladungen im freien Raum, sondern beispiels-
weise auch auf bewegte Ladungen in Leitern.
Ein Leiter der Lange L und des Querschnitts A wird von einem Strom der Stéirke

I=n-q-vp-A

12



durchflossen. Dann ist die Kraft auf den stromdurchflossenen Leiter proportional zu
dessen Lange und Stromstirke. Auf ein Leiterstiick dL. mit n - A - dL Ladungen q wirkt
die Lorentzkraft

dF =n-q-A-dL-(tp x B) = (j x B)dV (40)
Die Gesamtkraft auf den Leiter ist also allgemein

—

ﬁ:/('xé)dv (41)

Auf unseren Draht wirkt mit I = ]_X die Lorentzkraft
F=1-(Lx B) (42)

Wenn sich eine rechteckige Leiterschleife der Kantenldnge a (achsenparallel) und b (senk-
recht zur Achse) im Magnetfeld befindet, kann durch einen Stromfluss auch ein Dreh-
moment hervorgerufen werden. Auf die beiden achsenparallelen Seiten wirkt dann die
Kraft F = I - (@ x B), was zu einem Drehmoment von

. b . L
D:2-§-(éb><F):I-A><B

fiihrt. Das Produkt aus Strom und Fldche ldsst sich zum magnetischen Dipolmoment
zusammenfassen:

D=p,xB (43)

Damit haben wir einmal mehr eine villige Analogie zur Elektrostatik. Wie dort betréigt
die potentielle Energie im Magnetfeld

Wpot = _ﬁm : é (44)

2.7 Hall-Effekt

In einer Hall-Sonde wird die Lorentzkraft dazu verwendet, die Stérke eines Magnetfeldes
ZU messen.

Der Aufbau einer Hall-Sonde ist in Abbildung 5 dargestellt. Durch den Leiter fliefst
in horizontaler Richtung ein Strom. Wird er nun senkrecht in das zu messende (in die
Bildebene gerichtete) Magnetfeld gehalten, so erfolgt aufgrund der Lorentzkraft eine
vertikale Ablenkung der Ladungstriager im Metall. Dadurch entsteht im abgebildeten Fall
ein Elektroneniiberschuss an der Unterseite und ein Elektronenmangel an der Oberseite
des Leiters, weshalb eine Querspannung, die sogenannte Hallspannung, zu messen ist.
Da sich durch die Hallspannung ein elektrisches Feld zwischen Ober- und Unterseite des
Leiters aufbaut, gilt im Gleichgewichtsfall

F,=q-E=q-vp-B=FE=uvp-B (45)

13
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Abbildung 5: Aufbau einer Hall-Sonde

Wie im Kondensator ist die Hallspannung damit

Mit der Ladungstriagerdichte n und der Driftgeschwindigkeit vp = —;;n = —qn%l ergibt
sich fiir die Hallspannung
I-B
U = — 47
HE T (47)

2.8 Materie im Magnetfeld

Wir hatten in Kapitel 2.3 gesehen, das im Vakuum das Magnetfeld einer langgestreckten
Spule durch

NI
Bvak = Mo —5 (48)

L
beschrieben werden kann. Wenn der Innenraum der Spule mit Materie (z.B. Eisenkern)
gefiillt wird, vergrofert sich die Feldstérke um eine materialspezifische Konstante . Man
bezeichnet p als magnetische Permeabilitit.

émat = Mévak’ = #Moﬁvak (49)

Ahnlich dem elektrischen Feld ist die Veranderung der Feldstiirke auf eine ,induzierte®
Polarisierung in der Materie zuriickzufiihren, durch die vorhandene magnetische Dipole
ausgerichtet werden. Entsprechend der Polarisation P im E-Feld gibt die Magnetisie-
rung M das magnetische Moment pro Volumen an. Thre Mafeinheit entspricht der der
magnetischen Erregung ([M]=14).

L1
M==3"7, 50
vvp (50)

Die magnetische Feldstérke ist

—

Bmat = MO(ﬁvak + M) (51)

14



Es zeigt sich experimentell, dass Magnetisierung und magnetische FErregung in linea-
rer Naherung proportional zueinander sind. Die Proportionalitdtskonstante y wird als
magnetische Suszeptibilitdt bezeichnet.

M = x - Hya (52)
Eingesetzt in obige Gleichung ergibt sich also

Emat = Mo(ﬁvak + Xﬁvak) = po(1 + X)ﬁ (53)
Damit ist p =1+ .

Verschiedenartige magnetische Stoffe werden nach ihrer magnetischen Suszeptibilitit
unterschieden:

e ohne magnetische Ordnung: |y| < 1
X > 0: Paramagnet
X < 0: Diamagnet

e mit magnetische Ordnung: |x| > 1
X > 0: Ferromagnet
X < 0: Antiferromagnet
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