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EINFUHRUNG

Dicsor Vorlesungsteil baut auf Kapitel 1 ,Klassische Mechanik des Massenpunkts® des

vorherigen Skripts auf.

Die Kinematik beschreibt die Bewegung von Koérpern ohne auf Kréifte als Ursache der Bewegung
einzugchen. Mit Bewegungsgleichungen stellten wir einen Zusammenhang zwischen den physikali-
schen Groflen eines sich bewegenden Massenpunktes her. Dazu gehoren die Masse, der Ort, die

Geschwindigkeit, die Beschleunigung und die Zeit.

Die Dynamik beziecht schliellich Krafte als Ursache von Bewegungen mit ein. Die mathematische

Beschreibung basiert auf den Newton’schen Axiomen.

Kernziel des vorliegenden Skripts ist, die Betrachtung von isolierten Massenpunkten auf beliebig
viele zu erweitern und Spezialfalle wie den starren Korper zu betrachten. Der Stoff wiederholt im
Wesentlichen die gleichnamigen Abschnitte 5 und 6 der Experimentalphysik-I-Vorlesung von Prof.

Simmel.

Im Kapitel ,Systeme von Massenpunkten® beschéftigen wir uns mit Stéen mehrerer Massen und

den Wechselwirkungen mit dufleren Kréften.

Im Kapitel ,Dynamik starrer Korper® betrachten wir einen Spezialfall eines Vielteilchensystems und
wenden die physikalischen Konzepte des Schwerpunkts, des Drehmoments, des Drehimpulses darauf

an. SchlieBlich fithren wir das Tragheitsmoment ein.



1. SYSTEME VON MASSENPUNKTEN

Unter einem System von Massenpunkten versteht man beliebig viele Punktmassen, welche in
verschiedenen Wechselwirkungen zueinander stehen kénnen. AuBere Krifte kénnen auf das System

einwirken, sofern es sich nicht um ein abgeschlossenes handelt.

1.1 Stofle

Man betrachte ein derartiges System von Massenpunkten, indem sich einige Massen so bewegen,
dass es zum Stofl kommt. Bei allen StoéBen gilt der Impulserhaltungssatz, d.h. der Gesamtimpuls

vor dem Stof gleich dem Gesamtimpuls nach dem Stof.

p = const

Ist die Summe der kinetischen Energien beider Kérper vor und nach dem Stof§ identisch, nennt man

den Vorgang elastischen Stofs.

Wird beim Stof§ kinetische Energie in andere Energieformen umgewandelt, spricht man vom

inelastischen Stofs.
1.2 Stofle im Schwerpunktsystem

Wir legen das Koordinatensystem nun in den Schwerpunkt und betrachten Vorgénge von dort aus.

Dazu miissen wir zunachst den Schwerpunkt definieren.

L1 L
R=M2miri
i=1

Der Ortsvektor R zeigt vom ruhenden Laborsystem auf den Schwerpunkt.

Schwerpunkt eines Vielteilchensystems:

Fir den Spezialfall zweier Massen my und m, ergibt sich:

ﬁ mlﬁ_ + sz_')Z
my + m,
M

Nun analysieren wir verschiedene Eigenschaften die mit dem Schwerpunkt R zusammenhéngen. Die
Geschwindigkeit mit der sich dieser im Ruhesystem bewegt wird Schwerpunktgeschwindigkeit

genannt.

! vektorielle Summe der Einzelimpulse
© Es wird von i =1 bis n aufsummiert. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird in diesem Skript das ,n* auf dem
Summenzeichen weggelassen.



Die Schwerpunktgeschwindigkeit ist definiert als

Spezialfall zweier Massen:

Unter dem Gesamtimpuls ecines Systems versteht man die Geschwindigkeit des Schwerpunkts

multipliziert mit der Gesamtmasse.
Gesamtimpuls
Ps = Mvs
Geméf Definition der Schwerpunktgeschwindigkeit entspricht dies der Summe aller Einzelimpulse
im Laborsystem, also ps = Y4 mv; .

Der Gesamtimpuls hingt nur von der Masse und von der Schwerpunktgeschwindigkeit ab. Dies bedeutet,

dass sich die Impulse im Schwerpunktsystem immer aufheben.

Es gilt:

Pis = m;Tis =
i=1 i=1

( explizit: Zmiﬁ-s = Zmi (771 - 175) = Z 1771 —Mvg =0 )
i=1 i=1

i=1

Wie verhalt sich der Gesamtimpuls, wenn man keine Kraft auf das System ausiibt? Der Gesamtim-
puls ist genau dann erhalten, wenn sich die zeitlichen Anderungen aller Einzelimpulse aufheben, was

genau dann der Fall ist, wenn sich alle Einzelkrafte aufheben.

dps
a

Damit der Gesamtimpuls erhalten ist missen sich lediglich die anliegenden Krifte aufheben. Dies erlaubt
ausdriicklich das Anlegen eines Drehmoments ohne dass sich die Bewegung des Schwerpunkts dndern

wird!

1.3 Geschwindigkeit zweier Teilchen im Schwerpunktsystem (SPS)

Wie ldsst sich die Geschwindigkeit zweier Teilchen im Schwerpunktsystem darstellen? Aus

Abbildung 1 kann die Nomenklatur fir die folgende Rechnung entnommen werden.
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Abbildung 1: Zweiteilchensystem. Vektoren mit einem ,,S“ im Index beziehen sich auf das Schwerpunkt-
system, Groflen ohne auf das Laborsystem.

Lo o (mititmpty) | mal m, vy
Vis =V —Vs =V — = - =
m1+m2 my +m2 m1+m2
my ( 3,) m;
= U —Vp) = v
my +m, ! z my +m, 12

Aufgrund der Symmetriecigenschaften gilt fir die andere Masse

S m S
Uys = ;mvu
Die Impulse ergeben sich zu
S mim, S S S S S
P1s = m V12 = UV12 D2s = UV21 = —UV12
D —

u "reduzierte Masse"

Die ,reduzierte Masse® wird als Abkiirzung eingefiithrt.

Man erkennt, dass der Gesamtimpuls im Schwerpunktsystem 0 ist.

Nun zerlegen wir die Gesamtenergie , Schwerpunktenergie” und Energie bzgl. des Schwerpunkts.
1 1

—72 —)2 1 - 54 2 1 - - 2
7M1 +§m2172 =§m1(vs+vls) +§m2(vs+vzs) =

1 > 2 - - > 2 1 > 2 - - > 2
=§m1(vs + 2¥sHs + Vs )+§m2(v5 + 2+ Ups") =

1 L2 1 ) L 2
== (my +my)vs +§(m1771s +myvys") =

2
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1,1 2 1 2 2 2

—m1v12 +_m21-7)22 = _M'BS +_(m11-7)15 +m2‘l-7)25 ) = _M'l-;s + _/.11-7)12
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Energie im SPS Energie im SPS Energie im SPS  Energie im SPS
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2. DYNAMIK STARRER KORPER

Von cinem starren Koérper spricht man, wenn die Massenbeitrige zueinander cinen festen Abstand
haben, sie sich also relativ zueinander nicht verschiecben lassen. Nur der Gesamtkorper kann rotiert

oder verschoben werden.

Einen starren Korper kann man sich als ein Vielteilchensystem vorstellen, bei dem die Massen einen
festen Relativabstand haben. Eine kontinuierliche Massenverteilung stellt den Grenzfall infinitesimal

kleiner Teilmassen dar.

Fiir einen starren Korper gelten daher die Gesetze des starren Korpers, sie miissen evtl. lediglich auf
eine kontinuierliche Massenverteilung erweitert werden. Vorsicht ist beim Stofl mit anderen Korpern

geboten, dann muss im Impulserhaltungssatz die ganze Masse des Korpers beriicksichtigt werden.

2.1 Schwerpunkt eines Massensystems

Liegt ein starrer Korper vor, der aus einzelnen Punktmassen besteht, kann die Schwerpunktdefiniti-

on des Vielteilchensystems (siche 1.1 Sto8e, S. 2) verwendet werden.

Diese Definition wird fiir infinitesimal kleine Massen auf eine kontinuierliche Massenverteilung

erweitert.
1

1
2 =Mf?’m(f’)d?=ﬁf?p(?)dv

Der Schwerpunkt eines starren Korpers ist dem Korper fest zugeordnet, die einzelnen Massen
bewegen sich relativ zueinander ja gerade eben nicht. Im Schwerpunktsystem gibt es daher nur

Rotation.

Dabei rotiert der Kérper um seinen Schwerpunkt. Wiirde der Koérper im Schwerpunktsystem um
einen anderen Punkt rotieren, wiirde auch der Schwerpunkt um diesen rotieren, was jedoch

aufgrund seiner Identitat mit dem Koordinatenursprung nicht moglich ist.




Bewegung des starren Korpers

Somit kann die Bewegung des Korpers im Laborsystem angegeben werden durch:

v = Us +( BX7g )
) —
Translation des SP Rotation um SP

2.2 Kriaftepaare und Drehmoment

Heben sich die anliegenden Kréfte auf, so ist der Gesamtimpuls erhalten (vgl. 1.2 Stéfe im

Schwerpunktsystem, S. 2 f.).

Beispiel

Abbildung 2. Links: Kréfte an einer anfangs ruhenden Stange. Da die Vektorsumme 0 ergibt ist der
Gesamtimpuls erhalten. Folglich wird der Schwerpunkt nicht transliert, die Stange rotiert um den
Schwerpunkt. Rechts: Kréftepaare an allgemeinem Korper.

Wir wollen diese Uberlegungen prizisieren. An einen starren Kérper werde an einem Angriffspunkt

# cine Kraft F angelegt. Es soll genau beschrieben werden, wie sich der Kérper weiter bewegt.

T

Abbildung 3: Kraft F an Angriffspunkt r.

Dazu legen wir an den Schwerpunkt ein Kréftepaar G und H , dessen Vektorsumme 0 ist.

T

Nun betrachten wir F und H: Diese Krifte heben sich bei Vektoraddition auf. Jedoch bewirken sic

ein Drehmoment

M=#xH




Wirkt das Drehmoment iiber eine kleine Zeitspanne dt, fiihrt dies einem Drehimpuls dL (Rotation

um den Schwerpunkt).

Dic Kraft G bildet kein Drehmoment, da sie im Scherpunkt angreift, allerdings eine Translation des

Schwerpunkts.

Der Kérper wird also mit dg = — beschleunigt.

El“xu

Die Bewegung cines Korpers kann somit aufgeteilt werden in eine Translation des Schwerpunkts

und eine Rotation um den Schwerpunkt.

2.3 Drehimpuls und Trigheitsmoment

Den Gesamtdrehimpuls definiert man als Summe aller Drehimpulse des Massensystems vom

L=Zmi7‘ixv,~
i

Laborsystem aus betrachtet.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen dem eben definierten Gesamtdrehimpuls, dem
Drehimpuls des Schwerpunktes bzgl. des Ursprungs und dem Gesamtdrehimpuls im Schwerpunktsys-

tem herstellen.

Auf der Grafik ist ein Vielteilchensystem abgebildet. Aus ihr kann man wiederum die Nomenklatur

fiir die folgende Rechnung entnehmen.

0

Abbildung 4: Vielteilchensystem. Vektoren mit einem ,,S* im Index beziehen sich auf das Schwerpunktsys-
tem, GroBlen ohne auf das Laborsystem.

Aus der Definition des Schwerpunkts folgt:




ebenfalls ist im Schwerpunktsystem die Summe aller Impulse 0.

Z m;vs =0
f

L= Zmiﬁ XU = Zmi(fs +Ti5) X (Us + Ujg) =
i 7

:Zmi(?s XVs‘F?S Xﬁi5+Fl‘S Xﬁs+ﬁs X'l_])is) =

L
= Zmi(?S X Us) +W+W+Zmi(ﬁs X Uig) =
f R R 7

= M(%s X Us) + Emi(ﬁ's X Uys)
;

L= M@ xvs) + Zmi (Tis X Vss)
L desSP bzgl. Ursprung i
L der MP im SPS

Dies gilt fiir ein System von Massenpunkten. Beim Spezialfall des starren Korpers gilt zusétzlich
T;s = const.

Ebenfalls anzumerken ist, dass dieser Zusammenhang véllig unabhdngig von externen Krdften ist. Die
Formel gilt auch, wenn von auflen in das System eingegriffen wird, z.B. ein Teilchen auf einer bestimm-

ten Bahn gefihrt wird.

Wenn durch externe Krifte eingegriffen wird gelten jedoch die FErhaltungssitze (Energieerhaltung,
Impulserhaltung, Drehimpulserhaltung) nicht mehr.

Definition Trigheitsmoment
Nun fithren wir das physikalische Konzept des Drehmoments ein.
Man definiert das Trégheitsmoment beziiglich einer bestimmten Achse als
> 2 - > 2
szrl p(r)dV=er dm
14 14

7, ist der auf der jeweiligen Achse senkrecht stehende Vektor zum jeweiligen Raumpunkt, tiber den

integriert wird.

Im Allgemeinen ist das Tragheitsmoment von der gewdhiten Achse abhdngig. Unter dem Haupttrigheits-

moment versteht man das Trdagheitsmoment bzgl. der Hauptachse des Korpers.

Nun wird ein Zusammenhang zwischen dem Drehimpuls L und dem Tragheitsmoment I bzgl. der

Rotationsachse @ hergestellt.




Den Drehimpuls L bzgl. der Rotationsachse kann man sich derart vorstellen: Gedanklich schneide
man den Koérper senkrecht zur Rotationsachse in infinitesimale Scheiben und bilde fiir jede Scheibe
den Drehimpuls bzgl. der senkrechten Projektion der Massenpunkte auf die Rotationsachse. Diese

Drehimpulse werden dann aufsummiert.

Wir definieren den Drehimpuls bzgl. des Vektors @

Z=f?lxﬁp(F)dV=fﬁxﬁdm
/4 74

7, ist wieder der auf der w-Achse senkrecht stehende Vektor zum jeweiligen Raumpunkt, tiber den

integriert wird.

Zmru X U; = zmlr“x(wxr) —Zmru X (@ X 7)) =

me(ru 7"J_l) W‘} wzmru—h‘)

Im Schwerpunktsystem gilt

—l
Il
£l

Im Laborsystem gilt

L =13+ R x M

Rotationsenergie

Unter der Rotationsenergie versteht man die kinetische Energie eines Teilchens wenn es um eine
festgelegte Achse rotiert. Die Rotationsenergie eines starren Korpers ist dann die Summation tiber

alle infinitesimalen Masseneinheiten.

1 L, 1 e
= EZ mv; = EZ m; (7L w)
i=1 i=1

Der Term kann so umgeformt werden, dass E,,; in Abhéngigkeit von I dargestellt wird.

Zm 7L w)? =% fr p(r)dV—%w I




Wichtige Haupttrigheitsmomente

Eine Ubersicht oft verwendeter Haupttrigheitsmomente homogener Korper:

Korper Tragheitsmoment 1
Kugel Vollkugel, Rotationsachse durch Mittelpunkt E MR?2
5
Hohlkugel, (d « R) Rotationsachse durch Mittelpunkt 2 MR2
3
Zylinder Vollzylinder, Rotationsachse gleich Symmetrieachse 1 MR?
2
Hohlzylinder (d «< R), Rotationsachse gleich Symmetricachse MR z
Stab Rotationsachse durch Schwerpunkt, senkrecht zur Langsachse i M2
12
Rotationsachse durch Endpunkt, senkrecht zur Langsachse 1 M2
3

Eine Kreisscheibe ist aus Trdagheitsgesichtspunkten mit dem Vollzylinder, ein entsprechend dinner Ring

mit dem Hohlzylinder gleichzusetzen.

Satz von Steiner

Mit dem Satz von Steiner konnen wir bei bekanntem Tragheitsmoment bzgl. des Schwerpunkts das

Tragheitsmoment bzgl. einer beliehigen parallelen Rotationsachse berechnen.

Abbildung 5: Die Achse A steht senkrecht auf der Zeichenebene und lauft durch den Schwerpunkt des
Korpers. Achse B verlauft im Abstand |(Z| parallel zu A.

52 - - -
IB=]ﬁfmn=Jﬁg+d)mn=fﬁf+2ad+d2mn=g+mhﬂ+2djadm:4A+Md2
74 74 v

14
0

Iy = I, + Md?

Durch doppelte Anwendung des Satzes von Steiner kann — sofern ein Trdgheitsmoment an beliebiger
Stelle und der Schwerpunkt bekannt ist — jedes andere Trdgheitsmoment paralleler Rotationsachsen

berechnet werden.
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2.4 Bewegungsgleichungen des starren Korpers bei fester Drehachse

Wirkt tangential zur Drehrichtung die Kraft ﬁt, so liegt folgendes Drehmoment an:

M" = ? X ﬁt
auBlerdem gilt:
i=-ti-Ymo1s
I mac Ta T
Vergleich Translation-Rotation
Translation Rotation
[m] s @ [1]
[E] _ds _do [1]
s T YT s
[E d’s - dZ 1
s? ‘T Y~ ae [s_z]
[kg] m I [kg m?]
[kg m] p=mv L=lw kg m?
S S
kg m _ dp _ dL kg m?2
= i = [ e ]
2 1 2
Eyin = Emv Eror = EI(‘)

T =2 ’— I
=27

_2 —_
D Z—TID

Der Vergleich beider Seiten, insbesondere der Einheiten hilft den physikalischen Zusammenhang zu

verstehen.

2.5 Rollbewegungen

Die Rollbedingung ist genau dann erfillt, wenn der Kérper nicht rutscht.

vs = wR

Wer im Skript einen Fehler findet wird gebeten, ihn mir mitzuteilen.

E-Mail: christoph.buhlheller@ph.tum.de
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