1 Vektoranalysis

Aufgabe 1
a)

VW3 — V3W2a
V.(V X W) = div V3w — V1Ws3

V1Wz — V2
= 0y(vgws — v3wsy) + Oy (vswy — vyws) + 0, (viwe — vawy)
= (Opv2)ws — (0yv3)we + (Oyvz)wy — (Oyv1)ws + (0,v1)we — (O,v2)wy
V90, W3 — V30, W + V30,W1 — V10,W3 + V10, Wy — Va0, W1

W.(V x V) = V.(V x W)

_|_

f fayvii - fazv2 + ayfv3 - azfv2
Ju3 = | fO.v1 — fO,va + 0. fv — Oy fus
/

.fa:c'U2 - fay'Ul + a:c.fv2 - ay.fvl

S
< ~— — —

8x ayv3 - 8xv2
V x (V X V) = 8y X 821)1 — 893@3

82 am/U2 - 8yU1

= az ay’Ug — 82’02) — 890(8361)2 — 8yv1)

8y(8mv2 — 8yvl) — 8Z<82U1 — 8mv3)
(

ax(ﬁzvl — 01,213) — 0y(8yv3 — 02212)
(
(
(

890 8961)1 -+ 8yvg -+ 82’03) — &ﬁxvl — 8yay’01 — 82821)1
= 0y (0,01 + Oyva + 0,v3) — 0,0,V — 0,0,V — 0,0,09
0,(0,v1 + 0yvg + 0,v3) — 0,0,v3 — 0,0,v3 — 0,0,V
= V(V.V)- AV
d)
V(V X V) = ax(ﬁyvg — 02212) + 8y(8zvl — 01,1)3) + 8Z(0xv2 — 8yvl) =0
Aufgabe 2

Es gilt: Vx (Vf)=0V feC?



Aufgabe 3

Das Vektorfeld v ist auf dem zusammenhiingenden Gebiet R? gegeben = v ist also
genau dann ein Gradientenfeld wenn:

rot v=>0
gilt.
Es ist:
Oy 03 — Oy 02 0—-0 0
rot v=| 0pvl—0,v3 | =| —2x;,+2x,(4—a) | =| (6—2a)n,
0,02 — 0,01 2ax9 — 201 0

v ist also genau dann ein Gradientenfeld wenn a = 3
Seia =3 und ¢ : R? — R ein Potential von v:

. 312 — 2113 (1)
Do =Vp=v= 6111 (2)
Pas —x1 (3)

= /(3x§ — 2zy23)dr) = 3x1x§ — x%xg + Coy s (4)

Yzy = 62129 + Cp,
(2) 6x 129 = 62129 + Cf,y

Cry =0, Cpyuy = Cyy

(4)(3) Puy = =27 + Coy = =21 = Cay =0

somitC € R

O R

Aufgabe 4
a)
divV =22 +22z—-42=0

= V ist quellenfrei

o 2z + vy 2y — 2y
rotV.=1 3 | X 20z +x = 2z—2z | =0
d 2y 22 -1

= V ist wirbelfrei und hat ein Potential



b)
fo = 202+y=f=ay+ay+Ciy,2)
=f, = v+Cy=2yz+z= Ci(y,2) =y°2 + Ca(2)
= f = 2?z+ay+yiz+ Co(2)
2
fr = P+ +0(2) =2+ 97— 227 = Oy(2) = _§23 +C
2
=f = (:)52+y2)z+:):y—§z3+0
wobei C' eine Konstante ist. Die unterschiedliche Werte fiir C' bestimmen alle
mogliche Potentiale. Um nur ein Potential zu bestimmen suchen wir ein Wert
fiir C' aus, z.B C =0
Aufgabe 5
Wir machen die Prametrisierungen :
r = 1
= cost
z = sint
fir 0 <t < 27 Dann ist:
o sint 4 0 o
/dex:/ cost —sint dt:/ 0dt =20
0 —sint cost 0

Jetzt mit dem Satz von Stocks:

fgs vidx = //S(rot v)TdO

Parametrisierung des Kegels:

Vu? 4 v?
X = u wobei u® +v* <1 (D)
v

Berechnung des Oberfldchenelements dO

u v
Vu24+ov? u2 o2 1u
Xy = 1 , Xy = 0 = dO=x, xXx, = T Va2t
0 1 —




Auflerdem gilt:

0 0
rot v=| x | = Vu?+v?
Y u
Somit:
0\" 1
% vidx = // x —\/#T du dv
s _
y e
= / / ( ue ) du dv
Vu? + 02
Transformiere in den Polarkoordinaten: w =rcosyp , v =rsing
1 2m
% vidx = —/ / r(cosp + cos psin ) dr dp = 0
s 0 Jo
Aufgabe 6

Der Flufl durch 0B in Richtung der d&ufleren Normalen ist :

V(x) wdw
OB
l.a) direkt

Wir parametrizieren 0B

T COS U COS U - -
x: | vy | =2(u,v) =] sinucosv fir 0 <wu < 2m; §§v§§

z sin v
Die Normale ist :

—sinucosv — COS U SINW COS U COS VU
W= Dy X 2y = COS U COS U X —sinu sin v =cosv | sinucosv
0 Ccosv sin v
T 2
or ,Z [ COSUCOSV COS U COS”~ VU
o = Viwdw = / / Sin u cos v sinucos®v | dudv
9B 0 J=3 2sinv sin? v

2
= / / cos” u cos® v + sin” u cos” v +2cosvsin 2 u)dudv
s Vo
2

cos3 v=(1—sin? v) cos v
s

2 16
= —

3

1 2
= 2m(sinv — 3 sin® v + gsin?’v)

|
SIE]



1.b) mit Satz von GauB

o = / divVdzdydz = / (14 1+ 2)dzdydz
B

B

= 4.Volumen der Eins- Kugel = 4.§7T = ?7?
Aufgabe 7
1 2 13
o = Viwdw = / divVdxdydz = / / / 2y drdydz =1.4.3 =12
0Q Q o Jo Jo
Aufgabe 8
Wir fithren Kugelkoordinaten :
x R cospcosf - -
x=| vy | =%X(p,0) = | Rsingcosd fir 0<p<2m;, ——=<60<-—
. 2 2
z Rsin 6
Die Normale ist :
—Rsin ¢ cos 6 —Rcospsinf cos p cos 6
w=X, XYy = R cos ¢ cos 6 x | —Rsinpsing | = R?cosf | singcosd
0 Rcosf sin 6

= cosf|z|2x

Der Fluf} ist:

2T
b = K'w dw = / /
do(R 0 -5

)
2 %
= —vmlmg/ / cosf dfdyp = —4mymimes
0 —

(VB

1
( — vmlmgwx> cos 0| z||ox dOde

[SIE]

= ® unabhingig von R



2 Fourierreihen

Aufgabe 1
fO == a=0 b=
1 , '
Cp = §(ak—zbk):—2—];2
C_ = §(CLk -+ Zbk) = —2—]7;;2
= f(t) = cheikt fir kK#0
Aufgabe 2

f = |z| ist eine gerade Funktion = b, = 0

2 [T 2 [T
ao—gf_wf(x)dx—;/o xdr =1

[cos nz + nx sin n|

fiir n > 0 ist
2 [T 2 [T 21
a, = —/ f(z) cosnzdx = —/ xcosnrdr = —.—
2 )., T Jo T n?
2“1 —1) = -1 gy 1,35 60
= —((-)"=-1)=—-—— = ... SOnS
™n? e R

7oA~ 1

F(z) = 5 ;;mcos@n— 1)z

s

0



