3 Koordinatentransformation

Extremwertberchnung fiir U C R und f € C?(U,R):

1. Stationire Punkte a; berechnen:

Vf(al) =0= a;

2. Stationére Punkte durch H¢(a;) charakterisieren (siche oben).

3. Extrema auf Rand und Eckpunkten bestimmen (Vorlesung am Dienstag).

3 Koordinatentransformation

3.1 Einfiihrung

Eine Koordinatentransformaiton @ ist die Ubertragung von Koordinaten von einem Ko-
ordinatensystem (KS) in einem anderen. Koordinatentransformationen sind bijektiv und
beliebig differenzierbar. Im Folgenden werden die Koordinaten des Ursprungs und Ziel-
KS jeweils mit z; und &; bezeichnet. Die Einheitsvektoren sind e; bzw. €; :

X = Z xT;€e; bzw. 5 = Z é{éz

Beispiel Hier gilt:

Abbildung 1: Beispiel fiir Koordinatentransformation

e = cospe;+sinpes

e = —sinpe; 4+ cospes
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3 Koordinatentransformation

Somit:

¢ = (51 ) — 68+ 656

&2
= (&cosp —&sinp)er + (§rsing + & cosp) e
o1 z2
L <x1>:< CoS sm(p)E
T —sing cosp
®(¢)

3.2 lokales n-Bein

Sei @: U € R" — V € R” eine Koordinatentransformation. An der Stelle x = ®(&) wird
das lokale n-Bein wie folgt definiert:

N = {ni ER" | n;=Jse;, ic {1,2,..,n}}
Wobei Jg die Jacobi-Matrix der Transformation ® bezeichnet. Das lokale n-Bein ist also

die Menge der Spalten von Jp. Es gilt det (Jp) # 0 da ¥ bijektiv ist. Somit sind die
Spalten von Jg linear unabhéngig und das n-Bein spannt R" auf.

Beispiel
Betrachte die Zylinde Koordinaten:
O T COS ¢ r>0
X:(I)(Ta%z): d)y = rsin @ , 0<p<2m
% z z€eR

Berechnung der Jacobi-Matrix:

Orp1 Op1 0.1 cosp —rsing 0
Jo=| Orp2 Opp2 0.2 | =| sing rcose 0
Or 93 agoQbS 0.¢3 0 0 1

Mit Normierung erhhélt man:

coS sin ¢ 0
ng = | singp , ho= | cosy , no=10
0 0 1

3.3 Umrechnung des Gradientoperators

Da die Definition des Gradientenoperators nur im Kartesischen KS giiltig ist, muss der
Operator in neuen KS immer umgerechnet werden:
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4 Integration

Umrechnungsformel:
Sei @ : U — V eine Transformation. Es gilt:

Vi = (jq:l)TVE

Beispiel:
Sei die Koordinatentransformation:

Damit gilt:

SchlieB3lich:

4 Integration

4.1 Satz von Fubini
Seien f: (I x J) C R? — C stetig , I und J kompakte Intervallen. Dann gilt:

/J/If (. y)dwdy = /l /j (. y)dyde = | f(xy)d(,y)

4.2 Kurvenintegrale

Sei D C R" ein Gebiet und w : [a, b] — R” eine Kurve, die aus reguldren Kurvenstiicken
besteht. f: D — R ist ein stetiges Skalarfeld und v: D — R" ein stetiges Vektorfeld.

Kurvenintegral von f langs w:
b
[ £as= [ sl a
w a
Kurvenintegral von v lings w

/w VT dx — /  w(t) T (t) di
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5 Vektoranalysis

4.3 Oberflachenintegrale

Man unterscheidet zwischen skalaren und vektorielle Oberflachenintegrale. Sei z = p(u)
eine C!-Parametrisierung der Fliche F = p(K).

f+ F — R stetig. Dann heifit

[ sar= [ st ‘

Oberflichenintegral 1. Art (d. h. skalare Funktion wird integriert )

op

Bul( u) x 5. (w)du

v : F — R3 stetig. Dann heift

B op op
[ vae = [ (vtotw), 5w < 52w, w)

8UQ
Oberflichenintegral 2. Art (d. h. vektorwertige Funktion wird integriert )

4.4 Volumenintegrale

Sei D C R™ ein Gebiet. ® : D — D mit € — x = O(&) ist eine stetig differenzierbare
Koordinaten transformation und f: D — R ein Skalarfeld. Es gilt:

/]5 F(x) die = / F(D(E)) det(Ta)d"€

5 Vektoranalysis

Vektoranalysis ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Vektoren in zwei oder
mehr Dimensionen beschéftigt.

5.1 Definitionen

5.1.1 Skalarfeld

Skalarfelder sind Abbildungen ¢ : A C R” — R, die jedem Punkt r C A einen Skalar
zuordnen:

Eine Niveaufliche besteht aus den Punkten, fiir die die Abbildung ¢ einen festen Wert
C annimt.

Beispiel: Druckverteilung oder Temperaturverteilung in einem 3-dimensionalen Raum:
Jedem Punkt kann einen skalren Wert seiner Temperatur oder Druck zugeordnet werden.
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