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1 Bemerkung

1 Bemerkung

Es sollten zuerst die Aufgaben, die nicht mit einem * versehen sind bearbeitet werden.
Die Aufgaben die mit einem * versehen sind, bieten inhaltlich nicht viel Neues aber
dienen zur Verbesserung des Rechenkalkiils und kénnen zu hause oder -wenn noch Zeit
bleibt - nach den anderen Aufgaben bearbeitet werden.

2 Partielle Integration

2.1 Aufgabe
Aufgabe Man berechne die folgenden Integrale:

a)
/x2 e**dxr mita#0
b)*

/acz cos(x)dx

/e_x cos(bx)dx

Lésung a) Zweimaliges partielles Intgerieren fiihrt auf:

1 2 2
/x2 ey = | —2? — S+ = | e
a a? a3

b) Zweimaliges partielles Intgerieren fiihrt auf:

/1:2 cos' z)dx = (2 — 2) sin(z) + 2 cos(z)

c) Zweimaliges partielles Intgerieren fithrt auf:
/e‘x cos(bx)dr = —e™ " cos(bx) + be “sin(bx) — 25/6_50 cos(bz)dx
und damit erhalt man durch Umstellen:

—x _ 1 . —x
/e cos(bx)dx = %(5 sin(bx) — cos(5x))e



2 Partielle Integration

2.2 Aufgabe

Aufgabe Man gebe eine Rekursionsformel fiir

a)
w/2
Cp = / cos" (z)dz
0
b)*

Ln:/ In"(x)dx
1

arll.

Losung a) Mit Partieller Integration (v’ = cos(z) und v = cos"~!(z)) erhilt man

/2 9
Cp = / cos" (x)dx = sin(x) cosn_l(ac)\g/ +(n—1) /sinQ(:U) cos" % (z)dx
0

=0+ (n—1) /(1 — cos?(z)) cos" %(x)dz = (n — 1)(Cr_g — C)

n—1

= Cn = Cn—2
n

b) Mit «' =1 und v = In(z)" folgt

L, = / 1-In(z)"dx = zln(x)"|{ — / nln(z)" ' =e—-nL,
1 1

2.3 Aufgabe

Mit n,m € N berechne man (zunéchst rekursiv und damit dann explizit)
1
Inm = / 2" (1 —x)"dx
0

2.4 Losung

Mit der Substitution v’ = 2™ und v = (1 — )™ erhilt man:

I — Lo w2 m|1 m g m—1
n,m—/ox(l—x) dx—n+1(1—x) ‘O—i_ni—i-l 0:1: (1—2)" 'dx
S U Lt
n+1n+1’m ! n+1l n+2 n+2,m=2
_.m om—-1 1 ° I _ m!n!
n+l n+2 " n+m 28 T (n+m+1)
1(ntm)



3 Substitution

3 Substitution

3.1 Aufgabe
Aufgabe Man berechne das Integral
a)
dx I T ) B 2tan(z/2)
/ sin(z) (Substitution: v = tan(g) und sin(x) = T+ tan(2/2) )
b)
dz 1
- ; ion: u = % h — (T —x
/1+cosh(ac) (Substitution: u = e, cosh(z) 2(6 +e )
c)
/cos(x) sin(2x)dx

Lésung a) Mit u = tan(%), do = 2(1 4+ u?)du und sin(z) = 1_%;2 folgt:

2
—~ 1
[ au= [ Ldu=tajul+c=n|tan(3) + e

1+11Lﬂ v ?

b) Mit der Substitution v = e*

/ dz / 1 p / 2 du 2 2,
= u = = — C = — C
1 + cosh(x) 1+3(u+d) (14 u)? 1+u 1+e”

1
u

c) Mit sin(2z) = 2sin(x) cos(x) und der Substitution u = cos(z) erhdlt man:
2
/cos(a:) sin(2z)dx = Q/COSZ(CL') sin(x)dx = —2/u2du =-3 cos®(z) +c

4 Partialbruchzerlegung

4.1 Aufgabe
Aufgabe Man berechne die Integrale:

a)
3x
—_d
/x3 Y3224



4 Partialbruchzerlegung

b)
x4+ 1
/114‘5—1—:133dm
c)
/2_40&6
x° +x
d)*
/ dx
zt(1+x)
e)*

1—22
T d
/ 1+222""
1

(Hinweis: Man verwende fiir das Integral I,, = f (l—gﬁ)"’ dass I, = 3—1) ( (1+a£)"*1 +

(2n —3)I,—1) (kann durch partielle Integration von I,,_; gezeigt werden) und
I = arctan(x) gilt.)

Losung a) Erste NST durch z = 1 und Polynomdivision ergibt:
3z 3z A B C

3 +322 -4 (x—1)(v+2)2 :x—1+:1:+2+(x+2)2

Also Koeffizienten erhélt man A =1/3, B = —1/3 und C' = 2. Es folgt:

1 1 4
F(m):§ln|x—1|—§ln|:p—|—2\—m—i—c

b) Nach Polynomdivision erhélt man

2" +1 2 . 3 +1
rre 2 gy e
x5 + a3 3(z? +1)

Die Partialbruchzerlegung ergibt:

2" +1 5 1 1 az+1
P . R |
Und damit
3
F(x)zw——x+ln|x|— L +lln|x2+1\+arctan(x)+c
3 2x2 2



5 Gemischte Aufgaben

c) Die Partialbruchzerlegung ergibt:
x—4 r—4 A Br+3

w3 +z x(@?+1) ;+x2+1
Es folgt A= —4, B =4 und C = 1. Integration der Einzelterme liefert:

4 4r+1 1 x dx
I dr =4 [ —dx —4 d
/:c+:c2+1$ /mx /x2+1$+/ac2+1

2+ 1

= —4In|z| + 2In|2z? + 1| + arctan(z) + ¢ = 21n | | + arctan(z) + ¢

12
d) Die Partialbruchzerlegung ergibt:
1 B é Ag é Ay B

A (14+z) o 2?2 23t 14z
=A1=-1; Ap=1; A3 =—-1; A4 =1, B=1

1 1

= F(z) = —In|z| —E—Fﬁ—@‘Hn‘x"‘lH‘c
e) Man erhélt:
/1_3326&6:/— : + 2 o= — arctan(z)+—— +arctan(z) +e = — — te
(11 a2)2 1+a2 " (1+22)2 1+ 2 Lo
wobei

dx 1 T 1 T
arar B \igz Th) =3 (g +arctan(@)

verwendet wurde.

5 Gemischte Aufgaben
5.1 Aufgabe

Man berechne die Stammfunkionen von

Aufgabe a)*
/ V1 —x2dx
b)*

/\/ 14+ 22dx



5 Gemischte Aufgaben
c)*
/ vVa2—1

(Hinweis: cos(arccos(z)) = v/1 — 22, cosh(arcsinh(z)) = v/1 + 22, sinh(arccosh) =
Va2 —1)

Lésung a) Partielle Integration mit v = 1 ergibt:

2
V1—22dz ==z 1—x2+/xda:
/ V1—22

Nun substituier man u = sin(x) erhélt fiir das Integral:

| A= \f r= [ i) = § (o sin(e) cos(v)

Mit cos(arcsin(z \[ 1— 22 ) erhélt man:
/ V1 —22dr = 1:\/ 1 — 22 + arcsin(z))

b) Partielle Integration mit v’ = 1 ergibt:

/\/1+x2d1‘—x\/1—|—1‘2 /\/1*_7:62

Nun substituier man u = sinh(z) und cosh?(z) — sinh?(z) = 1 erhélt fiir das
Integral:

a? . 1 _
/ ﬁdaj = /smh (u)du = 5(95 + sinh(z) cosh(z))

Mit cosh(arcsinh(z)) = V1 + 22 erhilt man:

1
/ V14 22de = 5(:“/ 1+ 22 + arcsinh(x))

c) Wie a) und b) nur mit der Substitution u = arccos(z) und sinh(arccosh) =

va? —1.
/ Va2 —1lde = x\/ 2?2 — 1 — arccosh(x))



5 Gemischte Aufgaben

5.2 Aufgabe
Aufgabe Man berechne folgende Integrale:

a)
63:v
/ pora— 1dm
(Hinweis: Substitution z = In(¢) und evtl. Partialbruchzerlegung)

b)
/ sin(2z)

3 + sin?(x)

tan(x)
/ 1+ tan(x) de

d) Mit a,b>0:

w/2 dr
/0 a2 sin?(z) + b2 cos?(x)
Lésung a) Mit der angegeben Substitution erhdlt man

3z 2
e t
/e%—ldw_/ﬂ—ldt

Mit Polynomdivision und Partialbruchzerlegung vereinfacht sich der Integrand
wie folgt:

e, 12 12
t2—1 t+1 t—1

Nach Integration und Riicksubstitution ergibt sich:

et —1
et +1

1
F(m):e$+§ln\ |+ ¢

b) Mit sin(2x) = 2sin(z) cos(z) und der Substitution v = sin(z) erhélt man:

/ sm@;v) I :/ 2u Ju
3 + sin®(z) 3+ u?

Mit der Substitution ¢ = u? erhilt man nun:

2 dt
/3+uuzdu:/3+t=1n|3+t|+c:...zln\3+sin2(fﬁ)|+c



5 Gemischte Aufgaben

c) Mit der Substitution u = tan(x) und du = (1 + u?)dz erhilt man

tan(x) B u B -1/2  du+i
/1+tan(x)dx_/(1+u)(1+u2)du_/<1—|—u+21+u22>du

1 1
= —5111]1 +u| + Zln\l + u?| + arctan(u) + ¢

1 . 1 x
= —5(111 | cos(x) + sin(z)| — In | cos(x)]) + 1(—1](1\(:082(3:)]) + 5 +c

1
= —iln | cos(x) + sin(x)| + g +c

d)

/”/2 dx _/”/2 1/ cos?(x) dx/oo .
o a?sin®(z) +b2cos?(z) Jo a?tan®(z)+ b2 o a2 b2

1/00 du d 1 tan(u)|° T
- — ——au = —-arctan\u = —
ab Jo u?+1 ab O 7 ab

Mit der ersten Substitution ¢ = tan(x) und der zweiten Substitution u = 7.

5.3 Uneigentliche Integrale

Aufgabe Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz und
berechnen Sie gegebenenfalls ihren Wert.

a)
/°° __de
o Va(l+w)
b)
1
/ln(a:)dx
0
c)
/2 g
[ i) <t e 072
0o sin‘(x)
d)




5 Gemischte Aufgaben

[, o

Lésung a) Mit 2 = u? und dz = 2udu folgt

/Ode—/OOQdu—Qarctan(u)Po—ﬂ
o Ve(l+z) Jo 14+u® °

b)

a—0+
—_————
=0 I’Hospital

1 1
=z In(z)|§ — r=0— lim (aIn(a))—-1=—
/0 In(x)dx = z In(x)|; /0 d 0— lim (a In(a)) —1 1

c) Mit sin(z) < x fiir x € [0, 7/2] folgt

w/2 dr w/2 dr
> i
/0 sin?(z) /0 2

d)

/0 W (Bmriep) 22
V1 a1\ 2 a2

e) Mit der gleichen Abschétzung aus c) folgt ebenfalls
/1 dz /1 dz
- > — — 0
o sin(z) — Jo =

Aufgabe Zeigen Sie

5.4 Aufgabe

/ o dx ) konvergent fiir o > 1
e z(

In(z))* divergent fiir o <1

Lésung Mit u = In(x) folgt

/ &0 dx B / * du | konvergent fiir o« > 1
e z(n(z)> Ji wu* )divergent fiir o <1

(Vergleiche Vorlesung)

10



5 Gemischte Aufgaben

5.5 Ableitung von Integralen

Aufgabe a)
d @ cos?(t)
dx Jo 1+ cos(t)
b)
d x
% €_t2dt
c)
d2 T
pan /0 LF (1)t
Lésung a)
d [ cos?(t) d 9 /o 2z cos?(2?)
de Jy 1+ cos(t)dt N %(F(x ) - F@2)=F@7)- 22 = 1+ cos(z?)
b)
di e Pdt =" — . (—-1) = 2¢~
X —T

d2
da?

¢)

x 2 x
|t = SarOl- [ Ftd) = 5 (@ f@)+P)-F@) = f@) 2 (z)
0 0 X

11



