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1 Das bestimme Integral

1 Das bestimme Integral

1.1 Das Integral

Existiert eine Funktion f(x), so ldsst sich diese meistens Differenzieren. Es stellt sich
jedoch die Frage, ob eine Funktion F(x) mit der Eigenschaft F'(z) = f(z) existiert. Die
Antwort, bzw. das Werkzeug diese Funktion zu finden ist die Integration.

Die Grundidee zur Berechnung der Stammfunktion stammt aus dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung:

flxi) = flzioy) = f(&)(xi —zi1) (1 = 1,2,..n) (1)
= fla) — f(0) = > _ f'(&)(@i — i) (2)
=1

Wobei im zweiten Schritt das Intervall [a,b] in Teilintervalle [x;_1,x;] aufgeteilt und
iiber diese summiert wurde. Zunéchst definiert man nun das bestimmte Integral:

Definition 1 (Bestimmtes Integral) Das bestimmte Integral von f(x) iber dem In-
tervall [a,b] ist gegeben durch:

b n
[ fde = im 3" (@) i — i) (1
a i=1

a und b sind die Integrationsgrenzen.

Bemerkung: Man teilt das Intervall [a,b] also in n Teilintervalle ein, wobei die Unter-
teilung nicht unbedingt dquidistant sein muss. Mathematisch explizit miisste man sagen,
dass das bestimmte Integral der Grenzwert aller Teilfolgen Z, = > " | f(&)(xi — 1)
mit beliebiger Unterteilung ist. Auflerdem setzt man vorraus, dass f(x) beschrankt und
stiickweise stetig ist (d.h. nur endlich viele unstetige Stellen hat).

Nun definiert man weiter die Stammfunktion:

Definition 2 (Stammfunktion) Die Funktion F(x) heifst Stammfunktion von f(x),
falls

F'(z) = f(z) (5)

gilt.
(F(x) muss auf dem Intervall I differenzierbar sein.)
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Nun kann man den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung formulieren:

Satz 1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Ist f eine auf dem In-
tervall I stetige Funktion, a,b € I, dann gilt:

a) Existenz der Stammfunktion Die durch

Faw) = [ so@t @en (6)
definierte Integralfunktion ist eine Stammfunktion von f; d.h.
oy Fal@) = f(2) (7)

Jede andere Stammfunktion von f hat die Form F(x) = Fy(z) + ¢, c € R

b) Integralberechnung Mit einer beliebigen Stammfunktion F von f gilt

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a) (8)

Bemerkung:Fihrt man in Gleichung 2 die Ersetzungen f'(x) — f(x), f(x) — F(x),
S>> — [ und (z; —xi—1) — dx durch und lisst n gegen unendlich streben (n — oc), erhilt
man ebenfalls Teil b) des Hauptsatzes.

Mithilfe des Hauptsatzes lasst sich nun das bestimmte Integral wie folgt berechnen:

Berechnung des bestimmten Integrals fab f(x)dx
1. Man bestimmt eine Stammfunktion F von f

2. Man berechnet ff f(z)dz = F(x)|% = F(b) — F(a)

Wichtig ist noch, dass man zwischen dem bestimmten und unbestimmten Integral un-
terscheidet. Das bestimmte Integral zeichnet sich dadurch aus, dass bestimmte Grenzen
eingesetzt werden, wihrend das unbestimmte Integral lediglich eine Stammfunktion dar-
stellt. Es gilt:

Definition 3 (Unbestimmtes Integral) Die Menge aller Stammfunktionen von f wird
mit [ f(z)dx bezeichnet und heifit unbestimmtes Integral.

Die Kunst, bzw die Schwierigkeit bei der Integralberechnung ist im Allgemeinen immer
die Stammfunktion zu finden. Hierzu gibt es verschiedene Methoden. Doch zunéchst noch
ein paar allgemeine Eigenschaften des bestimmten Integrals und der Mittelwertsatz der
Integralrechnung;:
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1.2 Eigenschaften des bestimmten Integrals

/a(af( z) + Bg(x) dx—a/ flz d:c—i—ﬂ/ x (linear) 9)
/f dac—/f d$+/f Ydr (a<c<b) (10)
z) <g(z) (a<x <)) :>/f dx</ag(g;)dx (11)

1.3 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sind die Funktionen f, g auf |a, ]
stetig, g(x) > 0 fir alle x € [a,b], dann gibt es wenigstens eine Stelle & € [a,b] mit:

b b
/meMw#@/gwm (12)

Fiir g(z) = 1 erhélt man Spezialfall:

b
g/f@ﬂw=ﬂ8®—®

mit & € [a, b].
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Wie oben schon erwdhnt besteht die grofste Schwierigkeit beim Berechnen des Integrals
in dem Finden der Stammfunktion, hierzu gibt es verschiedenen Mdoglichkeiten abhéngig
von der Funktion f(x):

2.1 Partielle Integration

Die partielle Integration ist das Analogon der Integration zur Produktregel bei der Dif-
ferentiation. Die Produktregel kenne wir:

(uv) =v'v+uv & uv=(uv) —uv

Integriert man dies erhélt man sofort die Formel fiir die partielle Integration:
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bzw. fiir das bestimmte Integral, also mit Grenzen:

b b
/ v (z)v(z)dz = u(z) v(z))b — / w(z) v (z)dx (14)

Wann wendet man nun die partielle Integration an? Der Ausloser fiir die partielle Integra-
tion ist, dass die Funktion f(z) aus einem Produkt besteht. Niitzlich ist diese Methode
gerade wenn das Produkt aus einem Polynom und einer Funktion, dessen Ableitung wie-
der sich selbst (oder eine &hnliche Funktion) ergibt besteht.

Beispiele:

Beispiel 1
/xezda::xex—/e"”d:v:xex—em—i—c

Mit dem Ansatz v’ = e und v = x, da die Stammfunktion von e® leicht zu finden
ist und v' = 1 ist und so das letzte Integral einfach wird.

Beispiel 2
/ac2 sin(z)dx = —2? cos(z) + 2/x cos(z)dz

Mit dem Ansatz u' = sin(z) und v = z2. Ein weiteres mal partielle Integration
fithrt mit

/ac cos(z)dx = z sin(x) + /Sin(x)d:c = x sin(x) + cos(z) + ¢

auf die Losung:
/x2 sin(z)dz = —2? cos(x) + 2 (z sin(z) + cos(z)) + ¢

Beispiel 3 Oft lassen sich mithilfe der partiellen Integration folgende Integrale rekursiv
losen:

Sp 1= /ab(sin(az))"dx Cp = /ab(cos(x))"da:
A, = / " o sin(x)ds By = / " o cos(a)d

b b
E, ::/ x"evdx L, ::/ (In(x))"dz
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Als Beispiel wollen wir das Integral foﬂ/ ?(sin(z))"dz bestimmen. Mit dem Ansatz
u' = sin(z) und v = sin(x)" ! ergibt sich:

w/2 w/2
Sp(x) = /0 (sin(z))"dx = /0 sin(z) (sin(z))" 'dx (15)
w/2
= —cos(x) sin(av)’"”_llg/2 + /0 (n — 1)(cos(z))?(sin(z))"2dx (16)
Mit cos(x)? = 1 — sin(x)? ergibt sich dann:

w/2
Sp(x) =(n— 1)/0 (1 — sin(z)?) sin(x)" 2de = (n — 1) (Sp_2 — Syn)

Stellt man dies um, ergibt sich:

n—1

Sn = Sn—Q
n

Mit den Anfangswerten Sy = 7/2 und S; = 1.

2.2 Substitution

Das Analogon zur Kettenregel ist die Substitution. Integriert man
LF(g(zx)) = F'(g(z))g'(z) = f(g(x))g'(z) erhilt man sofort die Substitution 1. Art:

/ f(o(@)) ¢ (2)ds = Flg(z)) + (17)
oder mit Grenzen:
b g(b)
/ f(9(@)) ¢ (z)dz = F(g(b)) — F(g(a)) = / f(t)dt (18)
a g(a)

Die Substitution 1. Art wendet man an, wenn die Ableitung der zu substituierenden
Funktion im Produkt der Gesamtfunktion steht (Bsp. [ ze® dz, [ sin(sin(z)) cos(z)dx
oder einfach [ tan(7z)dz).

Berechnung von [ f(g(z)) ¢'(xz)dz mit der Substitution 1.Art

dt
g'(z)"

1. Man substituiert ¢t = g(z) und erhilt damit C% =d¢(z) & de =

2. Man berechnet [ f(t)dt = F(t) + c.
3. Riicksubstitution: [ f(g(z)) ¢ (z)dx = F(g(z)) + ¢

Beispiele
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1. Beispiel Um [ e25"(*) cos(x)dx zu berechnen substituieren wir folgt:

dt
t = 2sin(x) = e 2cos(x) & dr =

Dies setzten wir ein und erhalten:
. dt 1
/eQSm(w) cos(x)dx = /et cos(z) = /etdt = fracl2e! +c

Nun die Ricksubstitution:

1 1 5.
§et +e= 5e?sm(ac) +e

2. Beispiel
In(z)? 1 1
/ n@)” - /t2dt =3 Fe= (@)t

T

Mit der Substitution ¢ = In(z)

3. Beispiel

J'(x) dt
de = | — =lnl|t|+c=In|g(x)|+ ¢
|5 N 9(2)

Oft ist die zu integrierende Funktion nicht als ein Produkt aus innerer Ableitung und
duferer Funktion gegeben. Hier muss man dann oft herumprobieren, bzw. Erfahrung
haben. In diesem Sinne hilft dann oft die Substitution 2. Art weiter. Der Unterschied zur
1.Art besteht darin, dass bei der 2. Art 2 = ¢(¢) und nicht ¢t = g(z) ersetzt wird. Dies
geschieht oft auch durch umkehren der Substitution 1. Art t = g(x) < z = g~ !(z). Das
Verfahren wird am besten an einem Beispiel deutlich:

Das Integral [ /1 — 22dz ldsst sich gut mit der Substitution z = sin(t) = da = cos(t)dt
berechnen:

/\/ 1—22de = / V1 —sin(x)? cos(t)dt = /cos(t)zdt = %(t + sin(t) cos(t)) + ¢

Nun muss man noch Riicksubstituieren,f indem man die Beziehung x = sin(¢) nach
t = arcsin(x) umstellt und man erhalt:

/ V1—22dx = %(arcsin(x) + x cos(arcsin(x))) + ¢

Dieses Verfahren kann man wie folgt zusammenfassen:

Berechnung von [ f(z)dz mit der Substitution 2. Art
1. Man substituiert z = g(¢) und erhilt damit % = ¢'(t) < dx = ¢'(t)dt.
2. Man berechnet [ f(z)dz = [ f(g(t))g'(t)dt = H(t) + c.

3. Substitution invertieren, d.h. t = g¢g71(z) und riicksubstituieren: [ f(z)dz =
H(g™'(x)) +c
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Oft ist es einfacher sowohl bei der Substitution 1. Art, als auch bei der Substitution
2.Art die Grenzen mitzusubstituieren:

Als Beispiel fiir die 2.Art berechnen wir das Integral I = fol (Hd% und substituieren

dt
cos(t)?"

arctan(0) = 0 und =1 : ¢t = arctan(1) = 7 /4. Es ergibt sich nun:

/4 m/4 1
I :/ . tcjt :/ cos(t)?dt = T4=
0 (14512 cog(t)2 o 8 4

cos(t)?

zundchst © = tan(t) und dr = Damit erhélt man fiir die Grenzen x = 0 : ¢t =

2.3 Partialbruchzerlegung

Die Methode der Partialbruchzerlegung wendet man an, wenn die zu integrierende Funk-
tion f(x) eine rationale Funktion ist, d.h. f(z) = % mit Grad(p(z))<Grad(q(x)) gilt.
Ist der Grad der Zahlerfunktion gréfier oder gleich der Nennerfunktion, so kann man per
Polynomdivision den oben genannten Fall erzeugen (also f(x) = g(x) + %).

Das Ziel der Partialbruchzerlegung ist die Funktion in eine Summe aus einfachere ele-

mentar integrierbare Funktionen zu zerlegen. Zunéchst ein einfaches Beispiel:

1 1 A B 12 1)
2—1 (x—1)(z+1) z-1 2+1 z-1 x+1

Wir haben also zuerst die Nullstellen der Nennerfunktion ¢(z) bestimmt und diese in ihre
Linearfaktoren zerlegt. Danach haben wir die Koeffizienten A und B (hier durch genaues
hinsehen, bzw. raten) bestimmt. Die gefundene Summe lésst sich nun leicht Integrieren:

d —-1/2 1/2 1 1
/ * —/ /dg;+//dx——2ln]m—1+2ln\:lf+1\+c

2 -1 x—1 r+1

Die Partialbruchzerlegung ldsst sich also in fiinf Schritte einteilen:

Integration rationaler Funktionen f(z) = % mittels Partialbruchzerlegung

S
8
N2

1. Ist Grad(p(z)) > Grad(q(z)) = Zgl,g =g(z)+ % dann weiter mit

2. Bestimmung der Nullstellen von ¢(x) und Faktorisierung
Bsp.: q(x) = (v — 2)3 (x — 5) (22 + 2) (2 + 3)?

Q)
—~
8
N

3. Partialbruchanbatz d.h. beim obigen Bsp.:

A+ e+ Gy + 2+ B o Bl Buily

4. Bestimmen der Koeffizienten (mittels Koeffizientenvergleich oder Einsetzen)

5. Integration der Summanden

Bemerkung: In R zerfallt ein Polynom nicht immer in Linearfaktoren - in C zerfdllt es
jedoch vollstandig in Linearfaktoren. Man kénnte deshalb das Nennerpolynom auch ganz
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in C zerlegen und dann die trivialen Ansdtze fiir die Koeffizienten wdhlen. Will man
jedoch nur in R rechnen miissen Faktoren die komplexe Nullstellen besitzen mit dem An-
satz A;x + B; versehen werden. Zur Bestimmung der Koeffizienten (Schritt 4) stehen
zwei Moglichkeiten zur Verfiigung. Am folgenden Beispiel werden die beiden Methoden
erlautert:

2 4+r+1 Ay As As Ay

Koeffizientenvergleich Multipliziert man dies mit dem Nennerpolynom ¢(x) erhilt man:

dr+l=A1(x -1 —2)+ A (x—1)(z—2)+
+ Az (x—2)+ Ay(z—1)3
22+ x+1= (A + Ag)d + (44, + Ay — 3A4) 2%+
+ (bA1 — 3As + A3+ 3Ay)x + (—2A1 + 245 — 2435 — Ay)

(19)

(20)

Hieraus erhélt man mit dem Koeffizientenvergleich der verschiedenen Potenzen der
x das zu l6sende Gleichungssystem Ay + Ay = 0 ,—4A; + As — 344 = 0, 5A; —
3As+ A3 +3A4 =1, —2A1 +2A5 —2A3 — A4 = 1.Dies sind genug Gleichungen um
alle Koeffizienten zu bestimmen.

Einsetzten Man kann die Koeffizienten auch bestimmen, indem man in Gleichung 19
verschiedene Werte fiir x einsetzt. Zunéchst bieten sich immer die Nullstellen an,
da sich so einfache Gleichungen ergeben. Setzt man z.B. x=1, x=2, x=3, x=0
ein(man benoétigt so viele Gelichungen wie Variablen vorhanden sind), ergibt sich
folgendes Gleichungssystem: 3 = —A1, 7= B, 1341 +2As+ A3+ 844, 1 = —2A; +
249 —2A3 — Ay.

Nun noch ein etwas komplexeres Beispiel:

32 — 2zt +4a3 + 422 — T2 4+ 6
(x —1)%2(22 +1)2

R(z) =

1. Da der Nennergrad grofer als der Zahlergrad ist und weder z — 1 noch 22 + 1
gekiirzt werden konnen, kann man die Partialbruchzerlegung anwenden.

2. Da der Nenner schon in Elementarfaktoren zerlegt ist entfillt die Nullstellenberech-
nung.

3. Die Partialbruchzerlegung lautet:

. A Ao By +Ciz By + Cayx
R(x)_$—1+(x—1)2+ x?+1 (22 +1)2

4. Bestimmen der Koeffizienten mittels Koeffizientenvergleich oder Einsetzen von Wer-
ten ergibt A1 == 1, A2 = 2, B1 = 1, Cl = 2, B2 =4 und 02 =0.

10
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5. Integration der einzelnen Summanden ergibt dann:

2 2
/R(m)dx: 1 +$27j_1 +In|z — 1| +1In|z? + 1| + 3arctan(z) + ¢

2.4 Symmetrien

Oft lassen sich Integrale sehr vereinfachen, wenn man die Symmetrien beachtet.

Gerade Funktionen Fiir gerade Funktionen (f(z) = f(—x)) gilt fiir symmetrische Inte-

grationsgrenzen:
a a
f(z)dx = 2/ f(x)dx (21)
—a 0
Ungerade Funktionen Fiir ungerade Funktionen (f(z) = —f(—=z)) gilt fiir symmetrische
Integrationsgrenzen:
a
flz)dz =0 (22)
—a

3 Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale werden eingefiihrt, damit Integrale berechnet werden konnen,
deren

e Integranden f(z) an den Grenzen (bzw. in dem Intgrationsbereich) nicht beschréankt

sind (foz (mgg%l)de)

e Integrationsintervall unendlich ist (Bsp. [~ 2~ 2dx)

3.1 Einfache uneigentliche Integrale

Formal definiert man die uneigentlichen Integrale wie folgt:

b c
/ flx)dx = lirgl f(z)dz fur die Ausnahmestelle b (23)
/ f(z)dz = lim f(z)dzx (24)

Praktisch bedeutet dies, dass wir fiir die Ausnahmestellen, bzw. die unendlichen Integra-
tionsgrenzen einfach Variablen (hier c) einfithren und erst nach Berechnung der Stamm-
funktion den Grenzwert berechnen. Als Beispiele betrachten wir zwei typische Integrale
die auch zur Konvergenzabschitzung benutzt werden konnen:

11
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1. Beispiel
dx . ¢dx . 1 1 L falls @ > 1 (konvergiert)
— = lim — = lim 1-— 7)=9°
. x® c—oo f; ¥ oo — 1 > oo falls a <1 (divergiert)
(25)
2. Beispiel
Uda _ ¢dx _ 1 1 oo falls a > 1 (divergiert)
- = hm = hm 1 — 1 == 1 .
0 ¥ =0+ Jy 2% =0+t a—1\c* = falls o <1 (konvergiert)

(26)

3.2 Konvergenzabschitzungen

Oft kann man mit den beiden obigen Beispielen (Gleichung 25 und 26) schwierigere In-
tegrale auf Konvergenz bzw. Divergenz mit dem folgenden Vergleichskriterien abschétzen.

Satz 3 (Vergleichskriterien) Ist f auf [a,00) und g (0,b] stetig und sind o, K € R,
dann gilt:

|f(x)| < xﬁa firl<a = / f(x)dx konvergiert (27)
ab
lg(x)| < Z% firo<a<1 :>/ g(z)dz konvergiert (28)
0
Beispiel:
Da |C°;§x)| < x—lg folgt fiir das Integral floo Coigx) dx konvergiert das obige Integral.
(e @] oo 1
cos(z) dr < — dx = konvergiert
2 2
1 x 1z

Anschaulich bildet 1/2? die Einhiillende:

3.3 Uneigentliche Integrale mit zwei unendlichen Grenzen

Hat ein Integral zwei unendliche Grenzen, muss das Integrationsintervall (—oo,c0) in
(—o0, c] und [¢, 00) aufgeteilt werden. Ein Beispiel:

*© d 0 4 * d
/Oo 1 +$x2 = /Oo 1 +xx2+/0 1 +1:x2 = arctan ()| +arctan(z)|° = 2011)%10 arctan(c) =

12
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0,10

0,05

-0,054

-0,10

Abbildung 1: Anschaulich bildet % die Einhiillende fiir 4

3.4 Integralkriterium fiir Reihen

Um die Konvergenz von Reihen zu testen ist es Moglich die Konvergenz des Integrals zu
zeigen, denn es gilt:

Satz 4 (Integralkriterium) Ist f : [1,00) — R eine monoton fallende Funktion mit
f >0, dann gilt:

Zf(k) konvergiert@/ f(z)dz konvergiert (29)
k=1 !

3.5 Die Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion ist definiert durch:
oo
I (0,00) — (R), T(z)i= / =1y (30)
0

Um die Konvergenz zu zeigen, teilt man das Integral in zwei Integrale auf:

1 oo
I(z) :=T(z) := / e it Lt +/ e it Lt
0 1

Nun schéatzt man die beiden Integrale mit den oben angegebenen Vergleichskriterien wie
folgt ab:

e Das erste Integral hat nur fiir 0 < x < 1 eine Singularitét. Da jedoch e #*~1 < ¢#—1
gilt, kann die Konvergenz mit dem Vergleichskriterium 28 gezeigt werden.

13
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e Das zweite Integral wird mit der Abschiitzung e ¢*~! < ¢~2 fiir hinreichend grofie
t mit dem Vergleichskriterium 27 konvergieren

Die Gammafunktion hat die wichtige Eigenschaft:

T(x+1) =aT(z) fiir (x> 0)] (31)

Fir x € N stellt die Gammafunktion die Fakultiat dar (I'(n 4 1) = n!).

14
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4 Wichtige Integrale

’ F(z) ‘ F'(x) Bemerkung
n%rlxnﬂ x™ n#—1
sin(x) cos(x)
cos(z) —sin(x)
tan(x) COS%(I) =1+ tan?(x) x# (2k+ )
arcsin(x) 11_x2 lz] <1
arccos(x) - %1_12 lz] <1
arctan(z) =
e’ e’
a® a® In(a) a® =e* @) >0
In |z| % x#0
log, (z) T a>0
sinh(x) cosh(z)
cosh(x) sinh(z)
tanh(x) Coshl2(1’) =1 — cosh?(z)
. 1
arsinh(x) T
arcosh(z) 11_9:2
artanh(z) = §In (%) T

Tabelle 1: Wichtige Funktionen und ihre Ableitungen (bzw. Stammfunktionen).
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