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1 Folgen und Grenzwerte

1.1 Definitionen und Bemerkungen

Definition 1. Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine Abbildung N — R. Jedem n € N
ist also ein a,, € R zugeordnet. Man schreibt hierfiir

(@n)pen » (@0, a1,az,a3,...) oder kurz (ay).

Beispiele:
1. Sei a,, = a fiir alle n € N. Man erhilt die konstante Folge (a,a,a,a,...).
2. Sei a, = %, n > 1. Dies ergibt die Folge (1, %, %7 %, S
3. Fiir a,, = (—1)" ist (an), ey = (+1,—1,+1, =1, +1,—1,...).
Definition 2. Sei (a,),, oy eine Folge reeler Zahlen. Die Folge heifit konvergent gegen a € R, falls

gilt:

Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so dass |a, — a| < € fiir alle n > N.

Bemerkungen:

1. Man beachte, dass die Zahl N von e abhiingt. Im Allgemeinen wird man N umso grofier
wiahlen miissen, je kleiner € ist.

2. Konvergiert (a,) gegen a, so nennt man a den Grenzwert oder den Limes der Folge und
schreibt
lim a, = a oder a,, — a fiir n — oo.
n—oo
3. Viele Groflen konnen nicht durch einen in endlich vielen Schritte exakt berechenbaren Aus-
druck gegeben werden, sondern nur mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden. Eine
Zahl mit beliebiger Genauigkeit approximieren heifit, sie als Grenzwert einer Folge darstellen.

4. Fiir € > 0 versteht man unter der e-Umgebung von a € R die Menge aller Punkte der
Zahlengeraden, die von a einen Abstand kleiner als € haben. Die Konvergenz-Bedingung
ldsst sich nun so formulieren: Zu jedem € > 0 existiert ein IV, so dass

an € la —e€,a+ € fiir alle n > N.

Die Folge (an), oy konvergiert somit genau dann gegen a, wenn in jeder noch so kleinen
e-Umgebung von a fast alle Glieder der Folge liegen. Dabei bedeutet “fast alle”: alle bis auf
hochstens endlich viele Ausnahmen.

5. Eine Folge die gegen 0 konvergiert, nennt man Nullfolge.
6. Eine Folge (a,,), die nicht konvergiert, heifit divergent.
Definition 3. Eine Folge (ay),, oy reeller Zahlen heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:
Zu jedem e > 0 existiert ein N € N, so dass |a, — an,| < € fiir alle n,m > N.

Bemerkung;:

Es geniigt hier nicht, dass die Differenz |a,, — a,+1| zweier aufeinander folgender Folgenglieder be-
liebig klein wird, sondern die Differenz |a,, — a,,| muss kleiner als ein beliebiges € > 0 sein, wobei
n und m unabhéngig voneinander alle natiirlichen Zahlen durchlaufen, die grofler-gleich einer von
€ abhéngigen Schranke sind.
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Satz 4. Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Die Folge (a,) konvergiere gegen a. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, so dass
lan, — a| < § fiir alle n > N. Dann gilt fiir alle n,m > N: |a, — am| = [(an — a) — (am — a)| <
lan —a| +|ay, —a| < §+§=€0

Vollstéandigkeitsaxiom. In R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Bemerkung:
Bei der Cauchy-Folge wird kein Bezug auf den Grenzwert genommen.

1.2 Konvergenz und Beschrinktheit
Definition 5. Eine Folge (a,,) heiit beschrinkt, wenn es eine reelle Konstante M > 0 gibt, so dass
lan| < M fir alle n € N.

Satz 6. Jede konvergente Folge (a,,),, ¢y ist beschrinkt.
Beweis. Siehe Ubung. [J

Bemerkungen:
1. Aus Satz 6 folgt unmittelbar, dass jede nicht beschrinkte Folge auch nicht konvergiert.

2. Die Umkehrung der Aussage von Satz._6 gilt nicht. Z.B. ist die Folge a, = (-1)",n €
N beschriankt, aber nicht konvergent. Uber beschriankte Folgen kann man aber folgende
Aussagen treffen.

Definition 7. Sei (a,), oy eine Folge und ng < n; < ng < ... eine aufsteigende Folge natiirlicher
Zahlen. Dann heifit die Folge (an,,),cy = (@ngs @ny, Gny, - -+ ) Teilfolge der Folge (ay,).

Satz 8.(Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge (ay,), oy reeller Zahlen besitzt eine konver-
gente Teilfolge.
Ohne Beweis. [

Definition 9. Eine Zahl a heifit Haufungspunkt einer Folge (an),,cy, Wenn es eine Teilfolge von
(an) gibt, die gegen a konvergiert.

Beispiel:
Die Folge (an),cy = (+1,—1,+1, =1, +1,~1,...) mit a, = (—1)" ist beschrénkt. Sie besitzt die
konvergenten Teilfolgen (agpn41)neny mit agn1 = —1 und (a2, )neny mit agp41 = 1. Somit sind —1

und 1 die beiden Haufungspunkte von (an),,cy -

Bemerkung :
Mit Definition 9 kann der Satz von Bolzano-Weierstraf§ folgendermaflen formuliert werden: Jede
beschriankte Folge reeller Zahlen besitzt mindestens einen Haufungspunkt.
Definition 10. Eine Folge (a,,),, o reeller Zahlen heifit
1. monoton wachsend, falls a,, < a,; fiir alle n € N|
2. streng monoton wachsend, falls a,, < a,4+1 fiir alle n € N,
3. monoton fallend, falls a,, > a1 fiir alle n € N|

4. streng monoton fallend, falls a,, > a,41 fiir alle n € N.

Satz 11. Jede beschréinkte monotone Folge (a,) reeller Zahlen konvergiert.
Ohne Beweis. [
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1.3 Rechenregeln konvergenter Folgen

Satz 12. Seien (ay,), (bn), (¢n), n € N, konvergente Folgen, mit lim,,_,o, ¢, =: ¢ # 0. Dann gilt
fiir alle A € R:

Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig (1)
Jim (- bo) = (Jim ) + (tim o) @
Jim b = (fim o) -t ) ®
nILH;O Aa, = Anan;o an (4)

an  lim,_ . a,

n—0o0 Cp limy, o0 €y

Ohne Beweis.

Satz 13.(EinschlieBungskriterium) Seien (a,), (b,) und (c,) konvergente Folgen reeller Zahlen
mit a, < b, < ¢, fiir alle n. Weiter gelte lim,, .o, a, = R = lim,,_., ¢, fiir ein R € R. Dann gilt
auch lim,, .. b, = R.

Ohne Beweis. O

2 Reihen

2.1 Reihen - Folgen von Partialsummen

Definition 14. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Unter der m-ten Partialasumme der Folge (a,,)
versteht man

m
Sy 1= E ap =ag+ a1 +as+ -+ am.
n=0

Bemerkungen:

1. Die Folge (8m)men der Partialsummen heifit (unendliche) Reihe mit den Gliedern a,, und
wird mit >_°7  a, bezeichnet.

2. Alle bisherigen Sitze iiber Folgen gelten auch fiir Reihen (Reihen sind Folgen von Partial-
summen!).

3. Konvergiert die Folge ($;,)men der Partialsummen, so wird der Grenzwert ebenfalls mit
ZZOZO a, bezeichnet und heifit dann Summe oder Wert der Reihe.

o0
4. Vorsicht! Hier besteht Verwechslungsgefahr. Y a,, bezeichnet zwei Dinge. Einerseits die
=0
m n
Folge ( > an) der Partialsummen, andererseits im Falle der Konvergenz den Grenzwert
n=0 meN
m

limy, oo Y. ap.
n=0

5. Auch jede Folge (¢, )nen lésst sich als Reihe darstellen, denn es gilt
Cn = Co + Z(ck — ¢k—1) fiir allen € N.
k=1
Dies nennt man Teleskopsumme.

Beispiele:
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1. Die geometrische Reihe. Fiir |z| < 1 gilt:

o0

1
ka:1+x+x2+x3+~“=
k=0

1—2

Mittels vollstandiger Induktion lésst sich zeigen, dass sich die Partialsumme s, darstellen
n 1 _ en+1
lasst als > = % Die Grenzwertbildung n — oo liefert obige Formel.
k=0 -

2. Die harmonische Reihe. Diese divergiert:

i1—1+1+1+1+ = 0
—~k 2 3 4 -

Zum Beweis, sieche Ubung.

2.2 Konvergenz-Kriterien fiir Reihen

Satz 15.(Cauchy’sches Konvergenz-Kriterium) Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe Y0 ay,
konvergiert genau dann, wenn gilt:

n
Zu jedem e > 0 existiert ein N € N so dass | Z ag| < e fiir alle n > m > N.

k=m

Beweis. Sei Sy := ZkN:o ay die N-te Partialsumme. So ist S;, —S;,—1 = Zzzm ag- Die angegebene
Bedingung ist somit gleichbedeutend mit der Aussage, dass die Folge (.S,,) der Partialsummen eine
Cauchy-Folge ist. Diese konvergiert nach dem Vollstédndigkeitsaxiom.

Satz 16. Aus der Konvergenz der Reihe ZZO:() a, folgt, dass lim,, . a, = 0.
Beweis. Benutze Satz 15. Fiir n = m gilt dann: |a,| < e. Daraus folgt die Behauptung. [J

Bemerkung:
Satz 16 liefert ein starkes Divergenzkriterium. Ist a,, keine Nullfolge, so divergiert die Reihe

Do @n-

Satz 17. Eine Reihe Y ja, mit a, > 0 fiir alle n € N konvergiert genau dann, wenn die
Reihe (d.h. die Folge der Partialsummen) beschrénkt ist.

Beweis. Da a,, > 0 ist die Folge der Partialsummen S,, = ZZ:O ar, n € N monoton wachsend.
Die Behauptung folgt deshalb aus dem Satz iiber die Konvergenz monotoner beschriankter Folgen
(Satz 11). O

Satz 18.(Leibniz’sches Konvergenz-Kriterium) Sei (a,)nen €ine monoton fallende Folge nicht-
negativer Zahlen mit lim, . a, = 0. Dann konvergiert die alternierende Reihe

> (=1)"ay.
n=0
Ohne Beweis. [
Beispiele:
: . . A C D
1. Die alternierende harmonische Reihe ), ~———.
n=1

2. Die Leibniz’sche Reihe i (=1
’ n=0 2n + 1 '
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Definition 19. Eine Reihe Y a, heiit absoult konvergent, falls die Reihe der Absolutbetréige
>0 o lan| konvergiert.

Bemerkung:

Eine absolut konvergente Folge konvergiert auch im gewthnlichen Sinn. Dies folgt aus dem Cauchy’schen
Konvergenz-Kriterium und der Dreiecksungleichung. Die Umkehrung gilt nicht, wie an der alternie-
renden harmonischen Reihe gesehen werden kann. Somit ist die absolute Konvergenz eine schérfere
Bedingung als die gewohnliche Konvergenz.

Satz 20. (Integral-Vergleichskriterium)
Dies ist ein Vorgriff auf die noch folgende Integration.
Sei f:[1,00[— Ry eine monoton fallende Funktion. Dann gilt:

Z f(n) konvergiert <= / f(z)dz konvergiert.
1

n=1

Ohne Beweis. (O

Beispiel:
odr . . . . Loox 1,

Da das Integral [ — fiir s > 1 konvergiert, konvergiert also die Reihe > — fiir s > 1 und
1 X n=11

divergiert fiir s < 1.

Satz 21.(Majoranten-Kriterium) Sei Y~ ¢, eine konvergente Reihe mit lauter nich-negativen
Gliedern und (a,, )nen eine Folge mit |a,| < ¢, fiir alle n € N. Dann konvergiert die Reihe >~ ay,
absolut.

Ohne Beweis. [J

Bemerkungen

1. Man nennt Y ¢, eine Majorante von »_ a,.

2. Satz 21 impliziert folgendes Divergenzkriterium:
Sei Y7 ,cp eine divergente Reihe mit lauter nicht-negativen Gliedern und (a,)nen eine
Folge mit a,, > ¢, fiir alle n. Dann divergiert auch die Reihe Y~ ; ay.

Satz 22.(Quotienten-Kriterium) Sei > a,, eine Reihe mit a,, # 0 fiir alle n > ng. Es gebe eine
reelle Zahl # mit 0 < 8 < 1, so dass

Ap+1

QAp

< 0 fur alle n > nyg.

Dann konvergiert die Reihe > a,, absolut.

Beispiel:
Die Reihe Y g—j konvergiert nach Satz 21, da mit a,, := ’21—2 fiir alle n > 3 gilt :
n=1
An+1 (n—l— 1)2277' 1 1\2 1 1\2 8 .
a |~ e =5(1+3) <5(1+3) =5g=0<L
Bemerkung:

Man beachte, dass die Bedingung im Qutientenkriterium ein von n unabhéngiges 8 < 1 fordert.
Die Qutienten

—azﬂ’ diirfen also nicht beliebig nahe an 1 herankommen.

Satz 23.(Wurzelkriterium) Sei > °  a, eine Reihe mit. Weiter gebe es eine reelle Zahl 6 mit
0 <6 <1, so dass
Vlan| < 6 fiir fast alle n € N.
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So konvergiert die Reihe Y a, absolut.

Satz 24.(Umordnungssatz) Sei > a, eine absolut konvergente Reihe. Dann konvergiert auch
jede Umordnung dieser Reihe absolut gegen denselben Grenzwert.
Ohne Beweis. [

2.3 Potenzreihen
Bemerkung: Alle Sitze iiber Reihen und Folgen reeller Zahlen kénnen auch fiir Reihen und Fol-

gen komplexer Zahlen iibernommen werden. Wichtig ist hier noch die folgende Aussage:

Satz 25. Sei (¢, )nen eine Folge komplexer Zahlen. Die Folge konvergiert genau dann, wenn die
beiden reellen Folgen (R(cy,))nen und (3(cn))nen konvergieren. Im Falle der Konvergenz gilt

lim ¢, = lim R(c,) +7 lim S(cy).

Definition 26. Sei (a,) eine Folge komplexer Zahlen und z € A C C. Eine Reihe der Form
P(z) = Zanz” =ag+ a1z +a2” +azz® + ...
n=0

nennt man Potenzreihe.

Beispiele:

1. Die oben erwéhnte geometrische Reihe.

22 2'3
5“1‘54—...

n

2. Die Ezponentialreihe Z—' =14+z+
n=0 T

Bemerkung:

Zu den grundlegenden Eigenschaften einer Potenzreihe gehort die Existenz eines Konvergenzkrei-
ses. Der Radius R dieses Kreises, der auch 0 oder oo sein kann, ist dadurch ausgezeichnet, dass
P(z) fiir |z] < R konvergiert und fiir |z| > R divergiert. Die Existenz eines Konvergenzkreises wird
im folgenden Satz gezeigt.

Satz 27. Konvergiert die Potenzreihe P in einem Punkt zy # 0, so konvergiert sie absolut in
jedem Punkt z € C mit |z| < |zo].
Ohne Beweis. [

o0
Bemerkung: Formeln zur Berechnung des Konvergenzradius von Y a,z™:
n=0

1
R = ————— (Cauchy-Hadamard),
limsup V/|a,| ( Y )
1
R= T, falls der Grenzwert existiert (Euler).
n+1

a n

Dabei bedeutet limsup a,, := lim,, o (sup{ay : k& > n}).
Satz 28.(Cauchy-Produkt) Konvergieren f(z) = > ioja;z" und g(z) = > 7o, bkz" im Punkt

z absolut, so gilt
f) -9z =3 ( b>
0

k=
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