Kapitel 9

Vielteilchensysteme

9.1 Vielteilchenzustinde

9.1.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt werden die Grundbegriffe von Quantenmechanischen Vielteilchensysteme kurz
erldutert.

Zuerst wird ein wechselwirkungsfreies 2 Teilchensystem betrachtet. Der Hamiltonoperator fiir so ein
System sieht folgendermaflen aus:

2
H="> (" +50) (9.1)
i=1
wobei £ und 5@ folgendermaflen definiert sind:
2
HONNG) (9.2)

2m

@ = @ (7) (9.3)

Wobei die hochgestellten i’s andeuten sollen, dass die jeweiligen Operatoren nur auf die Koordinaten
des i-ten Teilchens wirken sollen. Dieses Problem kann mit einer Produktwellenfunktion gelést wer-
den, d.h. eine Wellenfunktion pro Teilchen. Im Grunde miissen also zwei Schrodingergleichungen der
folgenden Form geltst werden:

2m

h , ) . .
<—A<’> + v@(ﬁ)) W7, 1) = ih——p
Nun folgt die Losung fiir die gesamte Schrédingergleichung:

U(7, 7, t) = (7, )y (7, 1) (9.5)

Nachdem ¢ (7, t) und ) (7, t) normiert sind, ist es auch die Gesamtwellenfunktion:
/d3F1d3F2]\II(F1,F2,t)| = /d3F1|w(1)(F1,t)|/d3F2|¢(2)(F2,t)| =1 (9.6)

Nun wird davon ausgegangen, dass beide Teilchen gleich sind, d.h. die Potentiale v()(7) = V(7 sind.
Wiirde man den selben Ansatz wie 9.5 machen, so 16sst dieser zwar die Schrédingergleichung (genau-
so wie vorher) allerdings wird dabei kein physikalischer Zustand beschrieben. Da beim Vertauschen
gleicher Teilchen (Koordinate ODER, Zustand, dazu spéter) keine beobachtbaren Verdnderungen auf-
tretten diirfen. Es gilt aber:

Va1 (71)Ya2(72) # Ya1(72)az(m) (9.7)

W

Obiges gilt im Allgemeinen (es konnten trotzdem Fille auftreten wo ein moglich wihre, z.B. fiir

al = a2).
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Das Vertauschen der Koordinaten oder der Zustidnde fithrt zum selben Ergebnis, beim ersten wer-
den wie gerade geschehen, einfach die Koordinaten der Teilchen vertauscht, bei letzteren sind es die
at, allerdings muss man sich auf eine Konvention festlegen. Hier wird der Konvention, wie vorher an-
gewandt, gefolgt, bei der die Vertauschung von Teilchen eine Vertauschung der Koordinaten enstpricht.

9.1.2 (Un-)Unterscheidbarkeit von Teilchen

Es soll nun eine System aus N Teilchen betrachtet werden, dieses wird mit folgender Wellenfunktion
beschrieben:

V(&1 62, .-, EN) (9.8)
mit:

Wobei s; der Spin des jeweiligen Teilchens ist. Daraus ergibt sich auch die Definition des Integrals
iiber die Koordinaten:

/d§ = Z/d% (9.10)

Um zwei Teilchen zu vertauschen wird ein Permutationsoperator definiert:

PyU(. &) = U(& &) (9.11)

Die Permutationsoperatoren Pij (1 <1i,j < N) bilden eine Permutationsgruppe Sy, diese hat N! Ele-
mente. Wobei die Elemente sich auch aus aus mehreren Transpositionen (Vertauschung 2er Elemente)
zusammensetzen konnen. Die Elemente zerfallen in gerade und ungerade Permutation, entsprechend
ob sie sich aus einer geraden oder ungeraden Anzahl an Transpositionen zusammensetzen.

Pi=1 (9.12)
da:
PRU(.&. &) = Pyl(.&..6..) = U(..&..&...) (9.13)

D.h. Pij hat die Eigenwerte 1 oder —1.
Ein System von Vielteilchen zerfillt also in zwei Klassen, die mit Eigenwert +1 werden Bosonen
genannt, die mit —1 Fermionen.

PUg(..&. &) = +Tg(...&...&;...) (Bosonen) (9.14)
PO & &) = —Uu(..&...&...) (Fermionen) (9.15)

Weitere Eigenschaften der Permutationsoperator:

(W) = (PD|PU) (9.16)

pt=pt (9.17)
Nun zur Basis des symmetrischen (Bosonen) und antisymmetrischen (Fermionen) Zustandraumes

e symmetrische Vielteilchenzustand

) 1
U5 (&1, éN) = WWZﬂ:%l(a)(&)m%zv(a)(&v) (9.18)

e antisymmetrische Vielteilchenzustand

- 1
Ve EN) = ol Z sign Ty (a) (1) V(@) (EN) (9.19)
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wobei @ = (a1, ...,ay) — 7T(&). D.h. 7 steht fiir eine Permutation. Der Fermionische Zustand kann
auch als Determinante geschrieben werden, die sogennante “Slaterdeterminante”:

7%1(51) @Z)al (52) T d}al(gN)

Wi (1) = | (9.20)

VN! :
Yan(§1) Yan(&) - Yan(n)

Dies ist moglich da 9.19 genau die Formel einer Determinante entspricht. D.h. auch, dass wenn zwei
Zeilen (d.h. zwei Zustédnde) gleich sind, die Determinante Null wird, gleiches gilt fiir gleiche Spalten (2
Teilchen am Selben Ort). Damit ist das Pauli-Prinzip automatisch mit integriert. Aufierdem stellen die
Vorfaktoren des bosonischen und fermionischen Zustandes die Normierung sicher (dies wird in QM2
niher begriindet), d.h. sie sind auf 1 normiert.

Man muss noch beachten das diese Zusténde keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen beschreiben.

9.2 Helium

Jetzt soll das einfachste Mehrelektronenatom behandelt werden. Das Heliumatom besteht aus 2 Elek-
tronen und einem Kern mit Kernladungszahl Z=2. Die Bewegung des Kerns (mgern > m.) und der
Spin soll vernachléssigt werden. Damit lautet der Hamilton-Operator:

1 29 1 29 Z€2 Z€2 62

H=_— — —HW)+H?2)+V 9.21
5, P15 D2 o T2+ (1) +H(2) + (9.21)

Wobei #; die Koordinaten der Elektronen sind. Die H(i) entsprechen dem Wasserstoff-Hamilton-
Operator. V entspricht der Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen.

9.2.1 Vernachlissigung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Zur Losung der Schrodingergleichung fiir das Heliumatom wird zuerst die Zweiteilchenwechselwirkung

V' vernachléssigt und spéter dann mit Hilfe der zeitunabhéngigen Stérungsrechnung erster Ordnung
beriicksichtigt. Ignoriert man nun die Elekton-Elektronwechselwirkung, reduziert sich der Hamilton-
operator auf eine Summe aus unabhingigen Einteilchenoperatoren. Dadurch kann die Schrédingergleichung
durch einen Produktansatz |1)) = |nilymy)|nalams) gelost werden. Hierbei reprisentieren |nlm) die
Wasserstoffeigenfunktionen zur Kernladungszahl Z = 2.

HW) = [ﬁ(l) + ﬁ(z)””@ = (En1 + Enz)hp) (9'22)
E, = —ZQ% (9.23)

Damit ldsst sich die Bindungsenergie fiir die einzelnen Zusténde einfach aus der Summe der Einzel-
energien berechnen. Einige ausgewéhlte Zusténde seien hier exemplarisch angegeben:

ny = 1 Nno = 1 E11 = —108,86V (9.24)
ny=1n9 =00 Flioo = —54,4eV (9.25)
ng = 2 ng = 2 E22 = —27, 2eV (926)

Da der niedrigste Zustand mit ny, no > 2 energetisch iiber dem niedrigsten lonisationszustand liegt,
konnen diese Zustéinde keine Bindungszustdnde darstellen sondern miissen demnach Teil des Konti-
nuums sein. Trotzdem tritt beispielsweise die Energie Foo als Resonanz in Streuprozessen auf.

9.2.2 Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktion

In der bisherigen Betrachtung haben wir den Spin und die Austauschsymmetrie der Wellenfunktion
nicht einbezogen. Unter Beriicksichtigung des Pauliprinzips muss die Gesamtwellenfunktion fiir Fer-
mionen antisymmetrisch unter Teilchenaustausch sein. Fiir den Grundzustand n; = ne = 1 bedeutet
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dies, dass auf Grund der Symmetrie der Ortswellenfunktion die Spinwellenfunktion antisymmetrisch,
also ein Singlettzustand sein muss.

Y(71,72) = ¢100(71)P100(72) X singlett (9.27)
L moe_ 0 o
Xsinglett = %(XJ,_ X=" — X2 "X+ ) (928)
Fiir angeregte Zustidnde bieten sich im allgemeinen zwei Moglichkeiten fiir die Spinwellenfunktion.
Y(71,72) = (¢100(71) Prim (72) + $100(72) Prim (71)) X singlett (9-29)
Y(71,72) = ($100(71) Prim (72) — $100(72) Prim (71)) Xeriplett (9.30)

Hierbei bilden die Spintriplettzustinde die symmetrische Kombinationen von zwei Spin 1/2 Teilchen
zu Gesamtspin S = 1.

A

Xtriplett = \f(XS-)X( ) + X( )X(Q)) (931)

X(l)x(_)

9.2.3 Energiekorrektur des Grundzustands

Als néchstes soll nun auch die Zweiteilchenwechselwirkung mit in die Betrachtung eingeschlossen
werden. Die daraus resultierende Energiekorrektur fiir den Grundzustand berechnen wir mit Hilfe der
Storungstheorie erster Ordnung,.

2
AEy = (0[V]0) = e /d?“ /d3* [100( 7"’1 )P¢100(72) (9.32)
Tl — T2

§ _Zr

Setzt man die Ortsdarstellung der Wasserstoffgrundzustandsfunktion t199(7) = ﬁ ( aZO ) e @ fir

Z = 2 ein und geht in sphérische Polarkoordinaten iiber, erhélt man fiir die Energieversehlebung:

e276 oo _22Zr 2Zrg
AFEy = 26/ dryrie” / drorie” /dQl/dﬁl (9.33)
mT2ag Jo 0 |7 — 73|

Zuers sollen die Integrale iiber die Raumwinkel ausgefiihrt werden. Dafiir legen wir die z-Achse des
Koordinatensystems in Richtung von #; und multiplizieren den Nenner aus:

1 1 1
= = 9.34
|71 — 7| \/r%—i—r% — 27179 \/r%+r§ — 2r17r9 cos 01 ( )
Fiihrt man nun das Integral iiber den Raumwinkel d€); aus, ergibt sich:
2
_ (\/7“% + 73— 2rry — \/r% + 73+ 2rrg) = (9.35)
rira
27 . .
= —ﬁ((max{rl,rg} —min{ry,ro}) — (max{ry, ra} + min{ry,re})) = (9.36)
172
_Am min{ry,ro} _ 4 (9.37)
1T max{ry,re}

Die in (9.33) weiterhin auftretende Integration iiber den zweiten Raumwinkel d€2y liefert nur einen
weiteren Faktor 47. Nach der Ausfithrung der restlichen Integrationen iiber die beiden Radien ergibt
sich fiir die Energiekorrektur des Grundzustands der einfache Ausdruck:

5 Ze?
AE=-——=2 =34 )
120 ,OR, = 34eV (9.38)

Ey = E}; + AE = —74,8¢V = —5,5R, (9.39)

Durch Einbeziehung der Elektron-Elektron Wechselwirkung konnten wir eine Grundzustandenergie

berechnen, die schon nahe bei dem experimentell bestimmten Wert von E(emp ) = —78,975eV =
—5,807R, liegt.
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9.2.4 Energiekorrektur der angeregten Zustinde

Nach der Betrachtung des Grundzustands soll nun auch die durch die Zweiteilchenwechselwirkung her-
vorgerufene Energieverschiebung fiir angeregte Zusténde identifiziert werden. Dabei muss beriicksichtigt
werden, dass die Ortswellenfunktion fiir angeregte Zusténde symmetrisch oder antisymmetrisch beziiglich
Teilchenaustausch sein kann. Auflerdem geniigt es sich auf Zustdnde mit m = 0 zu beschrianken, da
die z-Komponente des Drehimpulsoperators mit dem Storoperator kommutiert und deshalb die Ener-
gieverschiebung von der magnetischen Quantenzahl unabhéngig ist.

2
AEY = /d3 /d 72|1100 (1) Ynio (T2) £ ¥100(72)8nio(71)] mcﬁ = (9.40)
_ 2 3 |1100(71) 2| ¥ni0 (72) |2
—e / /d |r1 - (9.41)
3 3 Vloo(T1) W10 (72) Y100 (72) Prio (1)
+ 2 /d /d e p] - (9.42)
— Koy (9.43)

Der erste Beitrag zur Energieverschiebung J,,; beriicksichtigt die elektrostatische Wechselwirkung be-
schrieben durch das Potential V (|7 —7%|) und ist immer positiv. K,,; wird als Austauschterm bezeichnet
und beruht auf der Symmetrieeigenschaft der Wellenfunktion. Es kann gezeigt werden, dass dieser An-
teil auch immer positiv ist. Fiir K,, ,—1 wird dies im folgenden vorgefiihrt. Hierfiir verwendet man die
Identité&t

= g Pp(cosb) ——————— 9.44
k ! max {7, 7 }E+l

die sehr schnell aus der Definition der Legendre Polynome mit Hilfe der erzeugenden Funktion

1 o0
Py(cos ) 9.45
V1 —2ucosf + u? ; ( )

hergeleitet werden kann. Auflerdem benétigt man noch ein Additionstheorem fiir Kugelflichenfunktionen.

20+1
7r

k
= D Vi) Y55 () (9.46)

m=—k

Py (cosbq)

Setzt man nun diese Identitdten in die Definition von K,; ein,ergibt sich:

Knl :62/ dTlT%/ dTQT%/dQl/dQQRlO(Tl)RnZ(TQ)RlO(TQ)Rnl(Tl)X (947)
0 0
x z z (92 Vi (2] Y ()75 (9) = (9.48)
Qk—i—lmax{ﬁ i PRl H R hmASER RO T I0T '
= 62 /Oodr rQ/OOdr 72 R10(r1) Ry (12) Rio(12) Ry (1 )M (9.49)
_2l—|-1 0 17 0 29410\ 7'1 ) Lnl\72 10\72)4wpi\7'1 max{f’l,f’g}lﬂ .

Im letzten Umformungschritt wurde die Orthogonalitdt der Kugelflichenfunktionen verwendet. Die
radiale Grundzustandsfunktion R1o(r) besitzt keine Nullstelle. Fiir den Fall [ = n — 1 trifft dies auch
auf die Funktion R,, ,—1(r) zu weshalb K, ,—1 > 0 gilt.

n—1
Ry p—1(r) o <;> exp(—7r/nag) siehe Ubungen (9.50)
0

Fiir alle anderen Einstellungen von [ fiihrt die explizite Berechnung zum gleichen Ergebnis. Man kann
nun noch einige weitere Umformungen vornehmen um zu verdeutlichen, dass die Austauschwechsel-
wirkung explizit von der Spinausrichtung zueinander abhéngt. Fiir das Skalarprodukt der Finzelspins
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gilt:
sioss_ 3 2,
27 =S(S5+1)— 5 01 = o Si (9.51)
o100 = 2[S(S +1) - g] (9.52)

Damit kann die Energiekorrektur fiir angeregte Zusténde als
1
AEy = Ju = 5 (1401 02) K (9.53)

geschrieben werden. Die Austauschwechselwirkung ist von den Spins der beiden Elektronen abhingig
aber trotzdem von rein elektrostatischer Natur. Die genaue Bedeutung und Ursache dieses Austausch-
terms wird im folgenden Abschnitt, der sich speziell mit den ersten beiden angeregten Zustéinden, 1s2s
und 1s2p, beschéftigt, deutlich.

9.2.5 Energiekorrekturen der ersten beiden angeregten Zustinde

Die Coulombabstoflung zwischen den Elektronen kann auch als Bewegung des einen Elektrons im Cou-
lombpotential einer Kernladung, die durch das andere Elektron abgeschirmt wird, aufgefasst werden.
Das 2s Elektron besitzt eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit nahe des Kerns. Dadurch spiirt
dieses Elektron eine schwiichere Abschirmung der Kernladung, als das 2p Elektron. Dies kann nun als
eine stéirkere Coulombabstoffung und damit gréflere Energieanhebung im Falle des 1s2p Zustands inter-
pretiert werden. Desweitern kommt es in beiden Fillen zu einer Aufspaltung zwischen Singlett- (S = 0)
und Triplettzustéinden (S = 1). Die Triplettzustinde sind unter anderem durch eine antisymmetri-
sche Ortswellenfunktion ausgezeichnet. Fiir diese Ortsfunktionen verschwindet die Wahrscheinlichkeit,
dass sich beide Elektronen am selben Ort befinden. Allgemeiner lésst sich fiir diesen Fall eine geringe
Wahrscheinlichkeit fiir kleine Relativabstinde finden. Dadurch ist fiir Triplettzustinde die Coulom-
babstoflung und damit die Energieanhebung geringer als fiir die Singlettzustdnde. Betrachtet man nur
die ersten beiden angeregten Zustinde, tritt eine Aufspaltung auf Grund der Spin-Bahn-Kopplung
nur bei dem Triplettzustand von 1s2p auf.



