Ubungen QM I Vorbereitungskurs
Blatt 3

Aufgabe 1) Operatoren in Matrixdarstellung

Die Energieeigenfunktionen 1, (x) des eindimensionalen harmonischen Oszillators bilden eine Basis fiir um z = 0

lokalisierte Zusténde zum Potential V (z) = mw?z?.

a) Berechnen Sie die Matrixelemente des Operators & und des Impulsoperators p in der Basis der Oszillatorei-
genzusténde.

Hinweis: Man kann diese Aufgabe 16sen, indem man die bekannten Wellenfunktionen im Ortsraum und folgende
Beziehungen ansetzt:
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Ersparen Sie sich dies, denn wesentlich schneller geht es, wenn man die auf Blatt 1 verwendeten Operatoren
a™ und a verwendet.

b) Bestimmen Sie die Erwartungswerte () und (p) fiir den n-ten angeregten Zustand v,

c¢) Benutzen Sie eine Darstellung von # und p um die Ortsunschiirfe (Ax)? = <(56 — <i:>)2> = (&%) — (2)? und
die Impulsunschérfe

(Ap)? ={((p— (1)) = (p*) — (p)? fiir den n-ten Zustand zu berechnen.

d) Was ergibt sich fiir das Produkt (Ax),(Ap), fiir den n-ten Eigenzustand? Vergleichen Sie mit der Heisen-
bergschen Unbestimmtheitsrelation!



Aufgabe 2) Drehimpulsalgebra
Es seien |, m) die Eigenzustéinde der Drehimpulsoperatoren £* und L.:
L l,m) = R+ D) |l,m) L. |l,m) = hm|l,m)

a) Wie lautet die Kommutatorrelation fiir die Drehimpulsoperatoren L, und ﬁy? Bilden Sie die Kombinationen
[A/i = IA,E + zf/y und zeigen Sie, dafl {[A/_,_, [A/_} =2hL, .

b) Mit Hilfe der Drehimpulsalgebra und der Normierung der Zustéinde |I, m) kann man zeigen, dass

Lal|l,m)=n/1(l+1)—m(m£1)[l,m+1)

Benutzen Sie die Operatoren L, und L_, um fiir den Fall [ = 1 die Ausdriicke L, |1, m) fiir alle zuliissigen Werte
von m zu berechnen. (Wieviele mogliche Werte gibt es?)

c) Geben Sie mit dem Ergebnis von b) die Matrixdarstellung von L, beziiglich der |I,m) mit [ = 1 an und
bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren. Geben Sie die normierten Eigenvektoren als Linearkom-
bination der Zusténde |I,m) mit [ =1 an.

Aufgabe 3) Spin—%—Teilchen im Magnetfeld

Es werde ein Spin in einem Magnetfeld betrachtet :
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wobei e = —ep und g = 2 fiir ein Elektron. Aulerdem soll das B-Feld in z-Richtung zeigen.
a)Man bestimme die Zeitabhiingigkeit des Zustandes

durch Losen der zeitabhéingigen Schrodingergleichung, wenn der Spin zur Zeit ¢ = 0 Eigenzustand zum Spin-
operator s, mit Eigenwert g war!
b)Wie grof} ist der Erwartungswert von o, in diesem Zustand?



Aufgabe 4) Spin-Bahn-Kopplung

Man berechne die Energieverschiebung AFE der 1s-, 2s-, und 2p-Niveaus im Wasserstoffatom, die durch die
Spin- Bahn- Wechselwirkung sowie ein externes Magnetfeld hervorgerufen wird. Zunéchst sei Be,; = 0. Der
Hamiltonoperator lautet:
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a) Zeigen Sie, dass die Drehimpulsoperatoren J_?, I_:27 52 und J, mit H kommutieren, wobei J=L+ 5 gilt.
b) |j,1,5,m;) ist gemeinsamer Eigenzustand von J2, J,, L? und 3%

j2 |jvl757mj> = h2j(.] + 1) |jvl757mj> EZ U7la Samj> = hQZ(l + 1) |jvl757mj>

gQ |j7l’8’mj> = h28(8 + 1) |j7l787mj> JZ |jvl787mj> = hm] ‘j7l737mj>

Berechnen Sie L - 57,1, s, m;)!

c) Berechnen Sie AE = (n, j,l,s,m;| Hi |n, j,l,s,m;)

Hinweis: [~ drr"e™*" = nl/a"*! und Ryy(r) = (r/\/ﬂagﬂ)e_r/@a(’)

d) Nun wird ein konstantes Magnetfeld in z-Richtung eingeschalten (B = (0,0, B)). Die Wechselwirkung mit
dem Magnetfeld wird durch einen Zusatzterm Hs im Hamiltonoperator beschrieben:
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Die Spin-Bahn-Kopplung sorgt dafiir, dass die Energieeigenfunktionen mittels der Spin-Kugelfunktionen be-
schrieben werden:
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Fiir den Fall j =1 — 1 gilt:

(M

(H—mj—l—l

l—mj+2 2 2
Mg, 0:0) = = (2 ) Vi, 30,003 + (T2 ) Vim0 000y,

2041 2

Bestimmen Sie in Storungstheorie 1. Ordnung die Energieaufspaltung durch H, zwischen den beiden moglichen
Werten fiir m; fiir den ersten angeregten Zustand mit [ =1, j = % Die Wellenfunktion dieses 2p-Zustandes ist
gegeben durch:

qj2p,j=%,mj = RQl(r)Al=1,j=%,m]~ (97 ¢)
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