Kapitel 4

Drehimpuls

4.1 Allgemeine Definitionen

In diesem Kapitel behandeln wir den Quantenmechanischen Drehimpuls L. Aus der klassischen Me-
chanik sollte noch die Definition des Drehimpulses bekannt sein: L = 7 x p. Hier benutzen wir das
Korrespondenzprinzip um den Quantenmechanischen Drehimpuls zu definieren:

L=Fxp (4.1)
Im Ortsraum sieht L folgendermaflen aus:
L = —ihixvy (4.2)
Y0, — 20y
= —ih| 20y —x0, (4.3)
20y — YOy

Auflerdem erfiillen die Komponenten folgende Kommutatorrelationen:
(L, L] = ihegim Lim (4.4)

(Die Relation 4.4 definiert eine Lie-Algebra)
wobei die Summenkonvention iiber gleiche Indizes zu beachten ist. Der e-Tensor (oder Levi-Civita
Symbol) ist folgendermafen definiert:

1 fiir klm zyklisch
€kim = { —1 fiir klm antizyklisch (4.5)

0 sonst
Beispielhaft soll hier der Kommutator zwischen der z- und y-Komponente berechnet werden.
(Lo, Ly = —h2((yd, — 20,) (20, — 20.) — (20, — 0,)(yd. — 20,)) =
—h? (yOr + y20,0, — yx@f — 228?4&6 + z20y0;

—(2y0,0; — 2%0,0, — xy0? + 20y + 120,0,)) =
= —h%(y0, — 20y) = ihL,

~—~ o~ o~
ol o i
O 00 N O

~— — ~— ~—

Eine weiterer wichtige Kommutator ist der zwischen 2= ﬁg—i—ﬁz—i—f,g und den einzelnen Komponeten.

=,

L2,L.) = [[2,1,] = [L%,L.] =0 (4.10)

Da L2 mit seinen Komponenten vertauscht findet man jeweils unabhéngig voneinander ein gemein-
sames System an Eigenfunktionen. Aus Griinden die wir spéter verstehen werden, wihlen wir die L,
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KAPITEL 4. DREHIMPULS 21

Komponente als Quantisierungsachse.

Bildlich kann man sich vorstellen, dass man gleichzeitig die Lange und eine Projektion des Dre-
himpulses auf eine Achse messen kann. D.h. dass z.B. die L, und L, Komponente im Rahmen der
Heisenberg’schen Unschérferelation nicht scharf messbar sind. Folglich wissen wir lediglich, dass der
Drehimpulsvektor (bildlich) auf einer Kegeloberfliche liegen muss.

Weiter mit niitzlichen Definitionen:

Ly = Ly+il, (4.11)
es gilt:
[ﬁ, ﬁi} = 0 (4.12)
[Jiz, jii} S (4.13)
LeLy = L*>—L12FhL, (4.14)
Der Gradient und Laplaceoperator sollte in Kugelkoordinaten auch bekannt sein:
0? 0? 0?
A = _— =
83:2 + 2 + 022
0 0 1 0?
= 0 —_— 4.15
7“2 87" ( > 72 smH a0 (sm 80) * 72 sin? § 92 (4.15)
- 1 0
= 4.16
v 8 +é 89 & ®rsinf ¢ ( )
mit:
cos ¢ sin 6
e = sin ¢ sin 6 (4.17)
cos 6
cos ¢ cosf
€gp = sin ¢ cos (4.18)
—sin @
—sin¢
€y = cos ¢ (4.19)
0

Wobei 6 der Polarwinkel und ¢ der Azimutwinkel ist.

Nun kénnen wir auch L und L? in Kugelkoordinaten ausdriicken:

—sin qﬁ% — cos ¢ cot 0%

L = —ih| cos <Z>% — sainqﬁcot ‘98% (4.20)
¢

- 1 0 0 1 02
L* = -p? 0— |+ —-7 4.21
<Sm0 00 <sm 89) * sin? 8¢>2> (421)

vergleicht man obiges Ergebnis mit dem Laplaceoperator (Gleichung 4.15) so folgt daraus:
10 0 L?

A= - = 4.22
r2or ( (97“) h2r2 (4.22)

4.2 Losen des Winkelanteils im Hamiltonoperator

Erinnern wir uns an den Hamiltonoperator im Ortsraum:

R h2
H = —A r 4.2
o +V(F) = (4.23)

2
_ K10 <r28)+ L V0,0 (4.24)

2m r2 Or or 2mr2
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Im folgenden gehen wir von einem kugelsymmetrischen Potential aus, d.h. V() = V(|7]) = V(r).
D.h., dass V(r) mit L? und L. vertauscht (da die Drehimpulsoperatoren nur auf die Winkel wirken).
Folglich kénnen wir den Hamiltonoperator in einen Radialen- und einen Winkelanteil aufteilen.

Wir suchen also ein gemeinsames System an Eigenfuktionen von L? und L,. Dies ist moglich, da
[ﬁQ, ﬁz] = 0 ist. Wir wihlen die z-Achse als Quantisierungsachse, da wie in Gleichung 4.20 erkenntlich,
diese nur vom Winkel ¢ abhéngt.

LY (6. ¢) = aiYim(8,9) = F*L(1 +1)Yin (6, 0) (4.25)
L.Yim (0, ) = b Yim (0, 6) = hmYin (0, 6) (4.26)
Die getroffenen Wahl fiir a; und b; wird sich spéter als duflerst praktisch erweisen.

Ausgehend von den schon vorher eingefithrten Kommutator [L., L+] = +hL+ (vgl: 4.13) sollen nun
die Eigenfunktionen hergeleitet werden:

Lo(LiYim) 2" (£hiy + Lal.)Yim = (m £ 1)hLy Vi, (4.27)

= Yims1 & L+, (4.28)
nun zu i22

L (LiYiy) = La(L*) = 11+ DRAL 1Yy, (4.29)

Somit gilt, dass die Auf- und Absteigeoperatoren nur auf die m-Quantenzahl wirken und diese um
genau 1 erh6hen bzw. senken. Im néchsten Schritt wir die Norm von LY}, berechnet. Dies wird zu
einem Zusammenhang zwischen [ und m fiithren:

| LY |1*= (L Yim, L2 Yim) = Vi, Ly L+ Yim) (4.30)

das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der Hermizitdt von L, und f/z, auflerdem aus der Tatsache,

1" = —1 ist.

einsetzen der Eigenwert-

Vgl.:4.14(i/lm7 ([:2 _ sz - hﬁz)}/lm) gleichung 4.:25 und 4.26 (Ylm, (l(l T 1)h2 — m2K2 - h2m)Y2m) _ (431)
!
(0 + 1) — m(m = D) (Vi Yien) > 0 (432)
———
>0

=l(l+1)—m(m=+1)>0 (4.33)
=ll+1)=>m(m=£1) (4.34)
=I(l+1) =2 m(m+1) fir m > 0 auch fir — erfiillt (4.35)
I(l+1) > m(m—1) fiir m <0 auch fir + erfullt (4.36)

—_————

=—m(—m+1)

=[m|(|m[+1)
=Il(1+1) = |m|(|m|+1) (4.37)
=1>|m| (4.38)

Aus obigen iiberlegung folgt sofort, dass [ immer grofler als Null ist. Aulerdem kann man nun zu
einem vorgegebenen [ ein M = My, und ein g = My, wihlen, fiir diese gilt:

LYy =0da LY  Yiarer wdspreh zu M = mipnas (4.39)
[:,Ylu =0da Ii,Y}M o Yj,—1 wdsprch zu g = mipin (4.40)
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Folglich muss auch die Norm von f/+16 M und Ji_Ylu Null sein. Damit dies erfiillt ist, muss folgendes
gelten:

I(l+1)=M(M+1) Il+1)=p(p—1) (4.41)
=M =1 p=—l (4.42)
=L Yy =L Yo Yy (4.43)
wiederhole so oft, bis m = —[+ 1
=LY, g xY, =Y, (4.44)

Damit kann durch eine endlichen Anzahl an Anwendungen von L_ auf Yy Y erzeugt werden. D.h.
das [ ganz- oder halbzahlig sein muss.

13
[=0,1,2,... l==,=,. 4.45
) ) ) 2 ) 2 ) )
—l<m<l (4.46)
Ansonten koénnte —I nicht durch ganzzahlige Schritte erreicht werden.
Zur Veranschaulichung, ein kurzes Beispiel:
4 11 4 2 1 5 4
i N i . 4.4
53 '3 37 3 (4.47)
Suche nach Y}, (6, ¢), zuerst den ¢-Anteil:
. 0
i, =—inl 4.4
ihgg (1.45)
LY (6,6) = ~ih 3 Yin (6.0 (1.49)
Separation des ¢ und #-Anteil.
=Yim (0, ¢) = Xim(0) Zim (9) (4.50)
~ 0
=L.Z1m(¢) = —Zh%Zlm(¢) = mhZm () (4.51)
0 .
= Zin(9) = Zin() = ™ (4.53)
=Yim (0, 9) = Xim (0)e™? (4.54)
Die Wellenfunktion muss stetig sein, d.h. ¥;,,,(6,¢) = Y5,,(0,¢ + 27). Aus dieser Forderung muss

gelten, dass exp (im¢) = exp (im(¢ + 2m)), dies ist nur moglich falls m € Z = [ € Ny. Damit muss
der Bahndrehimpuls ganzzahlig sein.
Nun zu dem 6-Anteil:

LY (0,¢) = L X, (0)e™? = (4.55)
_ (L 9(. .0 1o ime _

= —h <sin9 50 smﬁae + 2600 Xim (0)e"™? = (4.56)

= B>+ 1) X (0)e™® (4.57)

=~ (o (5in0) — 257) Xin(0) = 10 + 1) X (60) (4.58)

= <sir119% (sin055) — o5 +10+ 1)) Xim(0) =0 (4.59)
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Die letzte Gleichung entspricht einer Legendre’schen Differentialgleichung, deren Losung die “Assozi-
ierten Legendre Funktionen” sind. Diese werden im Folgenden nur angeben nicht hergeleitet:

Xim(0) = Pip(cosb) (4.60)
—1)Iml m| dtiml
Py(@) = - LT 2y (4.61)

Durch Normierung folgt:

Yim(0,8) = (/2L 0 Py (cos 6) ™ (4.62)

Die Funktionen haben folgende Eigenschaften:

Orthogonalitét: /dQY}Tm, (0,0)Yin (0, 0) = 01/ Oy (4.63)
o) l
. . . * / / _ 1 0 _ A
Vollsténdigkeit: zz(;mzzl i (0'6)Yim(0,0) = ——0(0 — 0)d(6 — ') (4.64)
Yi—m(0,0) = (=1)"Y, (6, 9) (4.65)
pY}m(ey ¢) = Yim(ﬂ- —0,¢+ 77) = (_1)lY2m(07 ¢) (4'66)

Nun einige Beispiele:

Yo,0 = \/%7 Yip = \/gcosé? Vi1 = Fy/ & sin ¢ (4.67)



Kapitel 5

Rotationssymmetrische Probleme

5.1 Zweikorperproblem

In den vorigen Abschnitten wurde behandelt, wie sich die Wellenfunktion bei kugelsymmetrischen
Potentialen in Radial- und Winkelanteil aufspalten ldsst und sich die Losung des Problems auf die
Berechnung des Radialanteils beschrankt. Auf den nachfolgenden Seiten soll nun explizit auf konkrete
radialsymmetrische Probleme, wie das Wasserstoffatom und der isotrope dreidimensionale harmoni-
sche Oszillator eingegangen werden.
Als Vorbereitung dieser Diskussion soll die allgemeine Struktur einer Zweikérperbewegung im Zen-
tralpotential untersucht werden. Solch ein System wird allgemein durch folgenden Hamiltonoperator
beschrieben
R h? h? L
H:_ﬁAl_%Aﬁv(’“_”') (5.1)
wobei die Differentialoperatoren immer nur auf die durch den Index gekennzeichneten Teilchnekoor-
dinaten wirken. Durch Einfiithrung von Relativ- und Schwerpunktskoordinaten

= myT] 4+ marh

_ o 59
i F=17 —Ta (5.2)
sowie der Gesamt- und der reduzierten Masse
mimsa
M=m1+m = 5.3
1 2 M i+ ma ( )

lésst sich das Zweikorperproblem auf eine effektive Einkorperbewegung reduzieren. Hierfiir miissen die
beiden Laplaceoperatoren in Abhéngigkeit der neuen Koordinaten ausgedriickt werden:

0 (X 0V (0n DY (e 0 0 o
8x%_ 0zr1 0X Or10x) \M/) 0X2  Ox2 '
0?2 ma\2 0% 0?2

o2 (ﬁ) oX2 " a2 (5:5)

Analoge Ergebnisse erhilt man fiir die zweifachen Ableitungen nach den restlichen Koordinaten der
beiden Kérper. Mit diesen Ausdriicken berechnet sich die im Hamiltonoperator (5.1) vorkommende
Summe der Laplaceoperatoren zu

h2 2 2 L K2 02 2 L
" 2my (3:6%+6y%+82%>_m<8$%+8y%+02%>:

_mtmy (O O PN (L LY 0 O (5.6)

- 2M? 0X2  9Y?2 9Zz2 2m1  2meo oz oy?  022) .
12 K2

= ot T gt

25
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Dadurch spaltet sich der Hamiltonoperator in zwei seperate Teile auf

R? h?
A —
2M 2u
wodurch als Ansatz fiir die Wellenfunktion ein Produkt aus Relativ- und Schwerpunktsanteil gerecht-
fertigt ist.

H=- Ar+ V(I71) (5.7)

W (7, 72) = B(R)y(7) (5-8)

Setzt man diesen Separationsansatz in die zeitunabhéngige Schrodingergleichung ein und fasst die
Energie als Summe aus Relativ- und Schwerpunktsbewegungsenergie auf, spaltet sich die Gleichung
in zwei unabhéngige Teile auf.

2 . .

- Q%Aﬁq)(fa) = Er®(R) (5.9)
2

— G AR + V(R = B ) (5.10)

Durch die Gleichung (5.9) wird die freie Schwerpunktsbewegung des Systems behandelt. Hierfiir ist
die Losung bekannt, weswegen wir diesen Teil des Problems in der weiteren Diskussion nicht mehr
betrachten werden. Die interessanten Informationen sind in der zweiten Gleichung (5.10) enthalten.
Sie beschreibt ein Korper der Masse p im Einflussbereich des Potentials V' (|7]). Es ist also gelungen
durch Verwendung des neuen Koordinatensets, bestehend aus Relativ- und Schwerpunktskoordinaten,
das Zweikorperproblem auf eine Einkérperbewegung zu reduzieren. Es sollte trotzdem beriicksichtigt
werden, dass um die volle Losung zu erhalten, die Relativlosung ausgehend von Gleichung (5.8) noch
mit der Schwerpunktsbewegung iiberlagert werden muss.

5.2 Bewegung im Coulombpotential - Wasserstoffatom

Als Anwendung dieses Konzepts des Koordinatenwechsels diskutieren wir die Bewegung einer La-
dung im Coulombfeld, verursacht durch die punktférmige Ladung ) = Ze. Die zeitunabhingige
Schrodingergleichung fiir die Relativbewegung dieses Problems lautet

h? Ze?
5.8 2] v = Bu) (5.11)
Mit dem Separationsansatz
P(7) = R(r)Yom(0,9) (5.12)

und dem Laplaceoperator in Kugelkoordinaten lasst sich die Schrédingergleichung auf folgende Form
bringen

R(r)Yim(0,¢) =0 (5.13)

219 (40 ? Zé
ol (o) oS R
212 Or or 27?2 r

Da der Drehimpulsoperator nur auf den winkelabhéngigen Anteil der Wellenfunktion wirkt, kann diese
Operation ausgefithrt werden und danach nur noch der Radialanteil betrachtet werden.

210 (4,0 RPI(L+1)  Ze?

Durch eine zusitzliche Substitution R(r) =
weiter vereinfacht werden.

@ kann der Radialanteil des Laplaceoperators noch

10 <r23> ur) _1d o (5.15)

S —u
r r dr?
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n? d? R? Ze?
—— 4+ —=Il(l+1)——+|E =0 5.16
2,ud7“2+2ur2(+ ) r +IE[} ulr) (5.16)
Hierbei haben wir uns schon auf die interessanten Bindungszusténde, fiir die E < 0 gilt, beschrankt.
Um diese Differentialgleichung zu losen untersuchen wir zuerst das asymptotische Verhalten. Fiir
r — oo konnen alle Terme proportional zu % oder von hoherer Ordnung vernachléssigt werden. In

diesem Grenzfall reduziert sich die Gleichung auf

n2 2
pdr?”

—nr [2p|E|
u(r) oce K= 72 (5.18)

gelost wird. Die weitere mogliche Losung o e wird aus Griinden der Normierbarkeit nicht beriicksichtigt.
Betrachtet man die Gleichung fiir sehr kleine Radien spielen nur die ersten beiden Terme eine Rolle

(r) = |Elu(r) (5.17)

die durch

n? d? h?

Die Gleichung kann durch einen Potenzansatz u(r) oc r® gelost werden.

2ur2l(l + 1)} u(r) =0 (5.19)

ala—D)ro 2 = (1 +1)r* 2 (5.20)

Der Exponent kann die Werte & = —/ und o = [+ 1 annehmen. Am Ort r = 0 muss die Funktion u(r)
verschwinden, da sonst der Radialanteil der Wellenfunktion an dieser Stelle divergieren wiirde.

lim R(r) = const = lim r*~! = const (5.21)

r—0 r—0

a>1 = a=1+1 (5.22)

Nachdem nun das asymptotische Verhalten untersucht worden ist, soll die Lésung auf dem gesamten
Definitionsbereich gefunden werden. Dazu fithren wir der Ubersicht halber dimensionslose Grofien ein.

2u|E
p=Kr K=1] A;JQ | (5.23)

2uc? Ze?
— pe” ze” M _ P (5.24)
|E| he E p

o

Durch Verwendung dieser Grolen erhélt man fiir die Schrodingergleichung folgende einfache Form

1 d> 1(l+1) po
—_— — — -1 =0 5.25
i e 2] (5.25)

Unter Beriicksichtigung des asymptotischen Verhaltens kann fiir u(p) der Produktansatz
u(p) = p e Pw(p) (5.26)

konstruiert werden. Hierbei darf die Funktion w(p) das bereits bestimmte asymptotische Verhalten
nicht verdndern. Einsetzen dieses Ansatzes in die Schrodingergleichung liefert nach einigen Umfor-
mungsschritten eine Bestimmungsgleichung fiir die Funktion w(p).

2

pdpz+2(l+1—p)d+(po—2l—2) w(p) =0 (5.27)

dp
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Im folgenden Abschnitt soll diese Gleichung mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes schrittweise gelost
werden

w(p) = app" (5.28)
k=0

Nach Verwendung dieses Ansatzes kann eine Rekursionsvorschrift fiir die Koeffizienten aj, konstruiert
werden.

S ax [k:(k — )P 2k(1+ 1)L — 2Kk + (po — 20 — Q)pk} =0 (5.29)
k=0
Nun werden durch Indexverschiebung alle Terme auf die Ordnung p* gebracht und zusammengefasst.

o
> (ke + Dkaggr +2(k + 1) (1 + Daggr + (po — 21 — 2)ag — 2kag) pF =0 (5.30)
k=0
Da die Summe fiir alle p verschwinden soll, miissen die Koeffizienten der Summe verschwinden. Da-
durch lasst sich fiir die a; eine Rekursionsformel aufstellen.

g1 [(k + Dk +2(k + 1)+ 1)) = —aglpo — 2(k + 1+ 1)] (5.31)

ag+1 2k+1+1)—p
= 5.32
a (k+1)(k+20+2) (5:32)

Fiir hohe Indizes k geht dieses Verhéltnis gegen % Damit weist die Funktion w(p) in diesem Grenz-
bereich das gleiche Verhalten wie exp 2p auf.

.o (2r)F
e =" I (5.33)
k=0 ’
2k+l 2 oo 2
Dhtl = - (5.34)

— —_— =
an,  (k+ D128 k+1 k

Dadurch wiirde im Grenzfall grofler Radien die Funktion w(p) nicht mehr das in (5.18) bestimmte
Verhalten aufweisen und somit die Normierbarkeit verletzen

u(r) =25 e7Pe?’ = expp # 0 (5.35)
Nur durch ein Abbrechen der Potenzreihe bei einem endlichen maximalen Index N kann die Nor-
mierbarkeit sichergestellt werden. Dies bedeutet, dass fiir diesen Index der Zihler in der Rekursi-
onsvorschrift verschwinden muss, was wiederum in eine Bedingung fiir die Energie von gebundenen
Zustinden miindet.

ANHL _ g = 2N +1+1) = po (5.36)
an
[2uc? Ze? Z%et jc?
—— =2(N+1+1 El= 55 .
|E| he (N+1+1) = 2] 2n2h2c? (5:37)
n=(N+1+1) (5.38)

Wie bereits erwihnt, sind Bindungszustinde durch negative Energiecigenwerte ausgezeichnet. Nach
Einfiihren der Feinstrukturkonstante

e? e?

o= 7o in Si Einheiten : a = Ireqhe

(5.39)
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ergibt sich letztendlich fiir die Bindungsenergie des Zustands, der durch die sogenannte Hauptquan-
tenzahl n charakterisiert wird, der Ausdruck

Z2 a2 c?
2n?2

Speziell fiir das Wasserstoffatom kann die reduzierte Masse auf Grund m, >> m, durch die Elek-
tronenmasse angenihert werden. Auflerdem koénnen die konstanten Faktoren im Energieausdruck zur

Rydbergenergie R, zusammengefasst werden.

E,=— (5.40)

02\ 2 Me 2 . h?
R, = <h> 5 = P Bohr Radius ag = moe? (5.41)
1
En=—Ry— R, =13.6eV (5.42)

Nachdem nun die Energieeigenwerte identifiziert wurden, soll nun noch die Wellenfunktion in der
endgiiltigen Form angegeben werden.

Unim, (T) = Ry (1) Y, (0, 0) Ry(r) = e*’“"(Z/ir)lﬁnl(Zir) (5.43)
(5.44)

Der Radialanteil wurde bereits diskutiert und lédsst sich unter Beriicksichtigung der Normierung durch

die assozierten Laguerre Polynome L} (z) ausdriicken.

Ly(2) = Ny L2 () (5.45)

S ()’

Fiir den Grundzustand und die ersten angeregte Zustidnde sieht die Radialwellenfunktion wie folgt
aus.

n=1 1=0 Rio(r) =2a 3¢ a 5.47)
_ r _r

n=2 [=0 Roo(r) = 2(2a) "2 1—%)6 % (5.48)
1 3 'S —r

=2 =1 Roi(r) = —(2a)"3 (L) e 2 5.49

n n(r) = Z=(2a)5 (1) e (5.49)

(a === Z€2m> (5.50)

Da die Energieeigenwerte nur von der Hauptquantenzahl abhidngen und diese sich aus der Bahndre-
himpulsquantenzahl und einem willkiirlichen Index N zusammensetzt, sind diese energetisch mehrfach
entartet. Die Quantenzahl [ lésst sich iiber [ = n — N — 1 darstellen. Da N mininal null sein kann,
darf [ maximal den Wert [,,,, = n — 1 annehmen. In der Herleitung der Kugelflichenfunktion wurde
gezeigt, das m zwischen —[ und [ verlauft und es damit 2[4+ 1 mogliche Einstellungen der magnetischen
Quntenzahl fiir ein gegebenes [ gibt. Mit diesen Informationen kann nun der Entartungsgrad des n-ten
Energiezustand berechnet werden.

n—1
2(21—1—1) =n(n—1)+n=n? (5.51)
1=0
Am Ende der Diskussion des Wasserstoffatoms soll noch die Orthogonalitit der Eigenfunktionen
erwihnt werden.
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[ Pt 71 = [ R R ) [ 495, (8,00 Vi, 0,6) = (5.52)
= O’ Ot Oy, (5.53)

5.3 Dreidimensionaler isotroper harmonischer Oszillator

Ein weiteres Beispiel fiir ein einfaches rotationssymmetrisches Potential stellt der isotrope harmonische
Oszillator in drei Dimensionen dar. Hierbei unterliegt der betrachtete Korper einem Potential der
Form V (|7]) = $mw?r?. Dieses Problem lisst sich auch sehr einfach ohne explizite Ausnutzung der
Rotationssymmetrie in kartesischen Koordinaten 16sen (siehe Ubungen). An dieser Stelle soll dieses
Beispiel aber noch einmal bemiiht werden, um weiter mit dem Umgang mit rotationssymmetrischen
Potentialen vertraut zu werden. Die Vorgehensweise zur Losung der Schrodingergleichung fiir dieses
Problem entspricht der, die im vorigen Abschnitt bei der Berechnung der Wasserstoffeigenfunktionen
angewendet wurde. Den Ausgangspunkt bildet wieder der Separationsansatz

wnlml (F) = Rnl (T)YEml (07 ¢) (554)
fiir dessen Radialanteil die Schriodingergleichung wie folgt lautet:
1d{,d 2m mw? 5 RA(+1)
—— — - |- —r" - —— = :
{7‘2 dr (T dr) h? [ 2 2mr? R(r) =0 (5.55)

Als n#chstes wollen wir diese Gleichung fiir die beiden Grenzfélle r — oo und r — 0 16sen. Bei sehr
groflen Radien ist nebem dem Ableitungsterm nur noch der Potentialausdruck relevant und es ergibt
sich fiir R(r) das asymptotische Verhalten von

r— ;’fz FL
R(r) === const e2? b=1/— (5.56)
mw
Im Falle kleiner Radien kann die bereits fiir das Wasserstoffatom bestimmte asymptotische Losung

iibernommen werden. Durch die Einfiihrung von dimensionslosen Gréfien

und der Substitution R(r) = @ erhilt die Schrodingergleichung die Form

¢ _d +21) —p*+2¢|u(p) =0 (5.58)

dp®  p

2
In diese Gleichung wird der Ansatz u(p) = p"*1F(p)e e , der das asymptotische Verhalten beriicksichtigt
und die Potenzreihe F(p) = 332 arp® enthilt, eingesetzt. Einige Umformungsschritte fithren letzt-

endlich auf

> apo(k+ 1)k + 2)r" T + 21+ 1)(k + 2)agor™ + (26 — 20 — 3 — 2k)ar™ T =0 (5.59)
k=0
wodurch die Rekursionsbedingung
apso 2k —2(e—1—32)

a (k+2)5+i+3) (5.60)

definiert wird. Hierbei wird ausdriicklich keine Beziehung zwischen geraden und ungeraden Koeffizi-
enten hergestellt. Vielmehr handelt es sich hier um zwei separate Relationen fiir jeweils gerade und
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ungerade Koeffizienten. Fiir grole k£ nimmt das Verhiltnis der Koeffizienten den Wert % an, was
dem Verhalten der Koeffizienten a; und apyo aus der Taylorentwicklung von e im Limes k — oo
entspricht. Um die Normierbarkeit der Wellenfunktion zu gewéhrleisten und das bereits identifizierte
asymptotische Verhalten fiir grole Radien zu erhalten muss die Potenzreihe bei einem endlichen Index
kmae abbrechen. Da bei diesem Index der Zahler der Rekursionsformel per Definition verschwindet,
ergibt sich eine Bedingung fiir die Energie:

3
€= kmaz +1+ 3 (5.61)

Damit ist gewéhrleistet, dass die ungeraden bzw. geraden Koeffizienten, je nach k4, ab diesem Index
verschwinden. Durch die Festlegung von € kann nun fiir die verbleibende Indexart kein maximaler
Index k gefunden werden, ab dem die Rekursion zusammenbricht. Darum setzt sich die Potenzreihe
entweder nur aus geraden oder ungeraden Ordnungen von p zusammen. Um das asymptotische Ver-
halten der Radialwellenfunktion u(p) zu gewihrleisten, muss fiir kleine Radien die Potenzreihe gegen
einen konstanten Wert laufen. Dafiir muss die Reihe einen Koeffizienten ag # 0 besitzen. Somit diirfen
in der Potenzreihe nur gerade Potenzen vorkommen und der maximale Index k;,q,; muss natiirlich
dann auch gerade sein. Aus diesen Griinden kann nun fiir die Energie folgende Bestimmungsgleichung
aufgestellt werden

E—eﬁw—hw<2n+l+g> n=0,1,2... (5.62)
Die einzelnen diskreten Energiezustdnde sind wieder mehrfach entartet, wobei eine allgemeine Formel,
die den Entartungsgrad angibt nur schwer zu finden ist. Hier soll nur exemplarisch die Entartung der
ersten drei Zustdnde angegeben werden. Hierbei darf die Entartung in der magnetischen Quantenzahl
m, von der die Energieeigenwerte nicht abhingen, nicht vergessen werden. Fiir den Grundzustand,
E = %hw miissen die Hauptquantenzahl n und die Bahndrehimpulsquantenzahl [ beide gleich null
sein, weswegen der Grundzustand nicht entartet ist. Der erste angeregte Zustand besitzt die Energie
%hw. Hier muss wiederum n = 0 gelten und I = 1 sein. Fiir diesen Zustand kann m drei Werte
annehmen, wodurch letztendlich der Entartungsgrad 3 entsteht. Analoge Uberlegungen fithren fiir den
néchsthoheren Zustand auf eine 6-fache Entartung.

Die vollstandige Wellefunktion ¢, (7) = Rpi(1)Yim, (0, ¢) lésst sich wie beim Wasserstoffatom auch
durch die assoziierten Laguerre-Polynome darstellen:

2n! N il 2\ a2
Ru(r) = [ (3) Ln ? (57 ) e 5.63
Zur Erinnerung:
- Lz+§(z)_ “~(n+l+i (—1)ka (5.64)
Vomw " N n—k k! '
k=0
Die Radialwellenfunktionen der niedrigsten Zusténde lauten:
r2
n = 0, =0 Rgo(T‘) :]\70067m (5.65)
272 —r?
n = 1, [=0 Rlo(T) :N10 (1 - 352> e 202 (5.66)
r _x?
n = O, =1 Rgl(T) :nge*ﬁ (567)
7,2 2
n = 0, =2 RUQ(T) =N02b76 262 (5.68)



