DVP VORBEREITUNGSKURS
TU MUNCHEN SS 2008

QUANTENMECHANIK |

Tutoren:

Hansjorg ZELLER
Johannes SIEBENSON
Nicolas HORMANN
Max HABERLEIN
Ulrich NOBAUER

26. Juli 2008



Zusammenfassung

Dieses Skript ist als eine knappe aber fundierte Zusammenfassung des Quantenmechanik I Kurses ge-
dacht. Wir haben uns sehr an die Darstellung und den Aufbau in S. GASIOROWICZ, QUANTENPHYSIK;
SCHWABL, QQUANTENMECHANIK; SKRIPT VON PROF. WEISE (SS07) uND PROF. RaTz (WS 07/08)
gehalten. Da der Vorbereitungskurs nur 5 Tage umfasst miissen wir den Stoff leider so dicht packen.
Auf etwaige Details konnen leider nicht tiefer eingegangen werden. Wir hoffen dennoch die wichtigsten
Punkte aus der Vorlesung von Herrn SCHIRRMACHER ausfiihrlich und verstédndlich darzustellen.
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Kapitel 1

Schrodingergleichung

1.1 Schrodingergleichung, Wellenfunktionen und Interpretationen

Anfang des 20. Jahrhunderts kam es zu einigen grundlegendden Problemen im physikalischen Verstindnis
(z.B. beim Doppelspaltversuch mit Elektronen). Man nahm daraus an, dass sich Teilchen mal wie ei-
ne Welle, mal wie Teilchen verhalten. Nach deBrogli kann man jedem Teilchen mit Impuls p eine
Wellenlédnge zuschreiben.

1
p=hk= hx (1.1)
Aus der nichtrelativistischen Energie -Impuls-Beziehung
2
1Y%
E=— 1.2
5 (1.2)

und der aus der Optik bekannten Wellenfunktion
Y(x,t) = Alw, K)e T HIx = A(p, B)e T R HEx (1.3)

Wendet man hierauf den Operator —iAV an so liefert dies einfach den Impuls mal die Wellenfunktion.
Ebenso kann man durch anwenden des Operators ih% die Energie E erhalten. Schrodingers Idee war
nun einfach die nichtrelativistischen Energie -Impuls-Beziehung zu erhalten indem er diese Operatoren
auf die Wellengleichung anwendete. Dabei ergibt sich:

I\A)Q

R2A
om?

0 0
—%@ZJ(X’ t) = Zﬁaw(x» t) = (X7 t) = Zhaﬂ)(xa t) (14)
Allgemeiner wird das Problem, wenn wir noch ein Potential V (&, t) einfiihren. Dann ergibt sich die

Schrodingergleichung in der allgemeinsten Form:

-2
p _ .0
2m¢(x7t) + V(Xat)w(xvt) - Zhatd}(x’ t) (15)
Man fasst den rechten Term dieser Gleichung meist folgendermaflen zusammen:
. G, 5 R2A

H ist der Hamiltonoperator. Diese partielle Differentialgleichung ist im Allgemeinen nicht analytisch
losbar. Wir betrachten im Folgenden aber nur den einfachen Fall, dass das Potential zeitunabhéingig
ist. Dann kann man mit dem Seperationsansatz

) = (x) e n! (L.7)
und anschliefendem FEinsetzen in die Schrédingergleichung folgende Eigenwertgleichung erhalten:
132
D)+ Vo () = B () (1)
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wobei die Exponentialfunktion schon gekiirzt wurde. Dieses Ding heifit Eigenwertgleichung, weil auf
der linken Seite kein Operator mehr steht, sondern eine reelle Zahl (die Energie) die entweder konti-
nuierliche oder diskrete Werte annehmen kann.

Nun ist noch wichtig, was die Funktion ¢ (z, ) bedeutet. Das Betragsquadrat [¢(x,t)|* ist eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte, d.h. die Wahrscheinlichkeit das Teilchen (das durch die Schrédingergleichung
beschrieben wird) zum Zeitpunkt ¢ im Volumenelement [X, X+ d3x] zu finden ist gegeben durch:

P(x,t) = |ih(x,1)]* d*x (1.9)

Insgesamt muss deshalb |(x, ¢)|> normiert sein:

= x, )2 d®x = *(x x, 1) d>x )
1= [ ol dx= [ v (110)

Wobei V das zugéngliche Volumen ist.
Wir geben nun noch weitere Eigenschaften fiir W(x,t) an:

1. W(x,t) ist eine stetige und stetig differenzierbare Funktion (s. Beispiele)
2. U(x,t) verschwindet auf den Rédndern des Volumens, d.h.: ¥(x,t)=0Vx ¢ V

3. Die Losungen der separierten Schrodingergleichung haben bestimmte Energien F,, und werden
mit ¥, (x,t) bezeichnet: d.h.:

~ 2

oo n () V(<) (30) = B, 1) (1.11)

wobei n diskret oder kontinuierlich sein kann. Auflerdem 16st die zeitabhiangige Wellenfunktion
die zeitabhéngige Schridingergleichung:
-2

P —iEny _ifny ., O —iEny
2m¢n(x)e 4 Vi(x)p(x)e " h —zhatd)n(x,t)e h (1.12)

4. Die Losungen zur Eigenwertgleichung mit Energie F,, sind eindeutig und auflerdem orthonormal
(wenn sie vorher normiert wurden). D.h.:

1= / |wn(x,t)\2 d3x = / U (x, t)zpn(x,t)d?’x Y n (normiert) (1.13)
14 14

und
(Vn(x, 1), U (x,1)) = / Uy (X, ) hm (X, t)d3x = 0p,m (orthonormal) (1.14)
1%

Hierbei ist fiir kontinuierliche Energieverteilungen das Kronecker-Delta durch eine Deltafunktion(d(n—
m)) zu ersetzen. Der Ausdruck (¢, (x,t), ¥ (x,t)) ist ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum
(s.Kapitel 2)

5. Die Losungen ), (x,t) bilden zusammen einen vollsténdigen Vektorraum:
D U )y, t) = 1=d(x —y) (1.15)
n

Dabei ist fiir kontinuierliche n die Summe durch ein Intergral zu ersetzen. Anschaulich bedeutet
die Vollsténdigkeit, dass jede Funktion ¢ (x,t) , die die zeitabhéingige Schrodingergleichung und
die oben definierten Randwerte erfiillt, durch die Eigenwertfunktionen v, (x, t) dargestellt werden
kann:

¢(Xat) = chwn(xﬂf) (116)

wobei diese Wellenfunktion natiirlich auch normiert sein muss.
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6. Die ¢, haben eine wichtige Bedeutung: |cn|2 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Messung des
Systems das Ergebnis liefert, dass sich das Teilchen im Eigenzustand zur Energie F, befindet.
¢p, erhélt man einfach durch Projektion von v, (x,t) auf ¢(x,t), denn die Projektion ist:

(o) 6 = [ i) (Z cm¢m<x,t>> x
= Z cm(sn,m = Cn

(1.17)

wobei das 2. Gleicheitszeichen aus der Orthonormalitétsbedingung der v} (x,t) folgt.

7. Wir kénnen zu einem Zustand ¢ (x, t) nur Observablen O (z.B. Impuls, Energie, Ort, ...) messen.
Den dazugehorigen Erwartungswert bezeichnet man mit (O) und dieser ist definiert als:

(0) = (b(x,1), 0v(x, 1)) = /V 8 (x, 1) O, £)dPx (1.18)

wobei O der Oberator zur Observablen O ist. Beispiel: Erwartungswert der Energie fiir ein
Teilchen im Zustand v (x,t)

(B) = /V 0 x, ih b (x, D) =
= /V w*(x,t)mgtinjcnwn(x>e"?‘d3x =
_ /V 66, ) Y Epenthn(x)e™ F dx =
S Bl

1.2 Beispiele zur Schrédingergleichung

1.2.1 Das freie Teilchen

Zunéchst schauen wir den einfachsten Fall an, indem ein Teilchen sich frei im Vakuum bewegen kann,
also kein dufleres Potential wirkt (V' (x) = 0) Dann lautet die Schrédingergleichung:

R2A

(%) = Bu(x)

Sobald sich ein Teilchen in einem konstanten (d.h. ortsunabhingigen) Potential befindet (z.B. V =
0) setzt man als Losung die bekannte Wellenfunktion an: ¢(x) = Ae’*. Setzt man dies in die
Schrodingergleichung ein, so ergibt sich eine Bedingung, ndmlich: h;—}ff = FE was einfach die nichit-
relativistischen Energie -Impuls-Beziehung ist. Dies ist unsere einzige Bedingung an die Losungen.
Im Allgemeinen wird es noch Randbedingungen geben, die uns zum Beispiel die k-Werte diskreti-
sieren. Hier kann k alle Werte zwischen —oo und oo annehemen. Damit ist das Problem eigentlich
schon gelost, allerdings ist das Ergebnis unbefriedigend, weil unanschaulich. Zum einen kann man eine
komlexe Exponentialfunktion schlecht iiber den ganzen Raum normieren

1= / / / (Ae™)* Ae™dPx = |APV =
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Wobei V das Volumen ist, indem sich das Teilchen aufhalten kann. Fiir unseren Fall wird V unendlich
und damit A Null. D.h. das Teilchen wird sich iiberall mit der Wahrscheinlichkeit 0 aufhalten. Wir
schauen uns nun einen realistischeren Fall an, indem wir zunichst der Einfachheit halber das Teil-
chen nur in x-Richtung bewegen lassen(y = z = 0) und auflerdem viele Losungen der obigen Form
iiberlagern. Wir wissen nun, dass k; = k kontinuierlich ist. Also schreiben wir:

o

ikx—1 pr . p2
ol t) = e B = [ el it

k —00

. ip?
Dies ist nichts anderes als die Fouriertransformierte von c(p)e"ﬁt. Nehmen wir fiir ¢(p) eine gauBiférmige
Verteilung der Form

ofp) = A H(5)

so ergibt sich fiir [¢(2,t)|* folgende Verteilung. (Die genaue Rechnung dazu habt ihr in der Ubung
beim Herrn Schirrmacher gemacht und liefert wenige zusétzliche Erkenntnisse):

2_#637 (L 2
(. 1)] NN p( <A$(t)>>

_m _ (Ap)t)’
v =" und Az(t) = Ap\/1+< —

Diese Funktion ist und bleibt normiert. AuBerdem gilt: Az(¢)Ap > h was der Heisenbergschen
Unschérferelation entspricht. Dies kann durch einfaches Nachrechnen gezeigt werden.
Mittlewert von x:

wobei:

@ = [ sl

:/ “‘W”W@ﬁﬁ+/ vo [ (@, 8)[* = vot
=0

1.2.2 Ein Teilchen im endlich hohem Potentialkasten

Wir betrachten einen Potentialtopf mit:

V(z)=0 fir z < —a
V(z)=-V fir —a<z<a
V(z)=0 fur z >a

Nehmen wir an, dass E' < 0 gilt, dann ergibt die Schrédingergleichung fiir |x| > a unter Verwendung
des Ansatzes Y4 (z) = €'

R202 om |E|?
B a= mhll —

= wA(x) — eime

Die Losungen sollen aber auflerhalb des Potentialtopfes nicht divergieren und deshalb gilt:
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Ya(z) =Ce™ fir o< —a
Ya(z) = Coe™ ™ fiir > a

Dieses exponentielle Verhalten folgt aus der Tatsache, dass im Auflenraum die Teilchen negative ki-
netische Energie haben. Dies ist klassisch gar nicht moglich, und wird in der QM durch den Abfall
bewiltigt.

Im Innenraum kénnten wir auch wieder komplexe Exponentialfunktionen ansetzen, es erweist sich aber
als giinstiger gleich mit reellen symmetrischen und antisymmetrischen Wellenfunktionen zu arbeiten.
Also:

Y1(z) = Acos(kx) + Bsin(kxz) womit durch Einsetzen in die Schrodingergleichung folgt:

h2k? 2m(Vp — |E)?

PR _piv o k= 200 IED
2m h

was jetzt zu tun bleibt, sind die oben erwdhnten Randbedingungen auszuwerten. Die Lésung muss

auch an der Potentialgrenze stetig und stetig differenzierbar sein. Dies kénnen wir schreiben als:

1 0

m&ﬂ’l@) . 0

e Valz) Oz

Ya(z)

+a

Unser gesamtes Problem ist spiegelsymmetrisch bzgl. P : x — —z. Deshalb kénnen wir auch unsere
Losungen separieren in symmetrische und antisymmetrische Losungen.

)

0 IN

'&3_"
/

N

ungerade
Lésungen

gerade
Ldsungen

—

>
S
1
[

—— e e e e e e ——

TN

.

Abbildung 1.1: Symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktion

1. Fiir die symmetrische Losung muss gelten:C7; = Cs und die Kosinusfunktion beschreibt den Innen-
raum. Dann ergibt unsere Randbeingung:

in(k
—K=— sin(ka) = Kk =k-tan(ka)
cos(ka)
Fiithren wir nun die Bezichung \ = 2"%#“2 und y = ka ein so ergibt sich die Bedingung
A—y2
—— =tan(y
; ()

Diese Gleichung kénnen wir graphisch 1osen (s. Abbildung 1.2)
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h A

A \ arol
‘klgin

N

0 72 n 3a/2 2n Snf2 3n In/2

Abbildung 1.2: Graphische Losung fiir den symmetrischen Fall

Die Schnittpunkte sind die richtigen Losungen fiir das Problem. |E| = —V} (1 — %) Man sieht, dass

es nur diskrete Energien gibt. Dies liegt daran, dass wir unser Teilchen durch die Bedingung £ < 0 im
Potentialtopf eingesperrt haben. Auffillig ist auch, dass je Grofler A ist, desto mehr Schniitpunkte gibt
es. Je tiefer wir also den Topf machen oder je breiter wir ihn machen, desto mehr Bindungsenergien
erhalten wir. Auffillig ist auch, dass es, egal wie der Topf aussieht, immer mindestens einen gebundenen
Zustand gibt. Dies gilt allerdings nicht unbedingt in héheren Dimensionen.

Nimmt man nun an, dass das Potential sehr klein ist und auch die Breite des Topfes klein ist, so gibt
es nur einen gebundenen Zustand mit sehr kleiner Bindungsenergie. Man kann dann nadhrungsweise
schreiben: tan(y) ~ y und E berechnen.

2. Fiir die antisymmetrische Losung muss gelten:C; = —C5 und die Sinusfunktion beschreibt den
Innenraum. Dann ergibt unsere Randbeingung;:

_ cos(ka)
B ksin(kza)

= k= —k-cot(ka)
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Mit genau der gleichen Vorgehensweise wie im symmetrischen Fall erhélt man den Graphen 1.3.

\

grofy

klein

¢ w2 a 3n/2 2n Sm/2 3n 7nf2

Abbildung 1.3: Graphische Losung fiir den antisymmetrischen Fall

Hier gibt es nicht unbedingt einen Schnittpunkt, sondern nur wenn:

2mVypa®
VA=m/A>0 = S0

Durch Zusammenbringen der beiden Losungen erhalten wir also alle méglichen Bindungsenergien und
die dazugehorigen Wellenfunktionen. Fiir £ > 0 ist das Problem natiirlich auch lésbar, allerdings
finden wir dann durch die Randbedingung keine Quantisierungsbedingung, denn das Teilchen ist ja
frei.

1.3 Die Potentialbarriere und das Tunnelphinomen

Wir betrachten nun ein Potential der Form:

V(z) =VoO(a —|z|) mit V>0

A Vix)

Abbildung 1.4: kastenférmige Potentialbarriere
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AuBerdem soll 0 < E < Vp gelten. Klassisch kann ein Teilchen, dass von links auf die Barriere trifft,
diese nicht iiberwinden, quantenmechanisch funktioniert das aber schon. Wir setzen einfach wieder
Exponentialfunktionen fiir den Auflen-und Innenraum an:

77/1,41(53) — Aeikz+Be—ikx
¢I(1’) — Cemkx + Defnkx
T,Z)AQ(Z') — Feik:c + Ge—ik:c

wobei wieder gilt:

[2mE [2m(E — V)
k= h2 und kK = T

Nun miissen wieder die Randbedingungen bei a und —a angesetzt werden. Daraus ergeben sich vier
Gleichungen. A setzen wir als bekannt an. Auflerdem muss G = 0 gelten, denn im Unendlichen wird die
Welle nicht reflektiert. Jetzt kann das Gleichungssystem gelost werden, wobei wir uns diese Rechnung
ersparen, da sie etwas miihselig ist. Am Ende interessiert nur, was durch die Barriere durchkommt,
und was reflektiert wird:

A=F (COSh(Qlia) + ;esinh(%@a)) eZika

B=F <—;esmh(2fia)>

~(i-3)

Wir definieren nun den Transmissions-Koeffizienten T und Reflexions-Koeffizienten R:

LAk 1
S — (1.19)
1+ <1 + Z) sinh?(2ka)
|BJ*
R=—= 1.20
e (1.20)

Er gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Teilchen die Potentialbarriere iiberwindet. Um das
Vorgehen noch besser zu beschreiben fithren wir den quantenmechanischen Strom j ein. Er ist definiert
als:

306 0) = i (9 (e, )V, ) — U, ) V(. 1) (121)

Da —ihV = p gilt sowie p(r,t) = ¢¥*(x,t)1(x,t) (Wahrscheinlichkeitsdichte) ist der Strom definiert
als:
(%) = vp(r, 1) (1.22)

Wobei v die Teilchengeschwindigkeit ist. Aulerdem gilt hier die Kontinuitatsgleichung fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte:
P, 1) + Vi(x,1) = 0 (1.23)

Mit diesen Erkenntnissen kénnen wir jetzt wieder in unser Problem der Potentialbarriere einsteigen.
Der Strom auf der linken Seite der Barriere (z < —a) setzt sich zusammen aus der einlaufenden und
reflektierten Losung (Koeffizienten A und B). Der Strom auf der rechten Seite (z > a) ergibt sich aus
der transmittierten Wellenfunktion (Koeffizient F):
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. . h

jiw,t) = =i~ (1A = |BP)
”% (1.24)

i =i F2

ol t) = =i |F|

Wir haben es hier mit einem sationéren Problem zu tun. p(z,t) = 0 wie einfach gezeigt werden kann.
Folglich gilt, dass j konstant sein muss. Damit gilt j;(x,t) = j.(z,t). Dividieren wir beide Seiten durch
|A|? ergibt sich die wohl schon bekannte Relation

R=1-T (1.25)

In der Natur hat man es selten mit einer so einfachen Potentialbarriere zu tun, sondern vielmehr mit
irgendwelchen Funktionen V' (z). Hier ist das Tunnelproblem nicht exakt 16sbar. Wir kénnen aber 1.19
nihren, indem wir hohe(Vy >> E) und breite ka >> 1 annehmen. Dann kénnen wir sinh?(2xa) durch
ie‘l““ >> 1 annéhren und erhalten fiit T:

E 1
T 163 cap <—ha\/2m(vo - E)) (1.26)

dann gilt mit Vo >> E:

=
3
z

~ 20 \om(Vo ~ B)
= ()~ -2 / " o2V (@) = B)

1

(1.27)

wobei 2a durch dz ersetzt wurde und x1 bzw. x5 die Schnittpunkte der Energie E des Teilchens mit
V(z) sind.

d -

Abbildung 1.5: belibige Potentialbarriere
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1.4 Der eindimensionale harmonische Oszillator

Wir betrachten nun das Problem des harmonischen Oszillators. Dabei werden wir explizit nach einer
Losung fiir ¢(x) suchen. Man kann das ganze Problem auch eleganter angehen, indem man den Os-
zillator algebraisch 16st. Dies wird in der Ubung behandelt. Wir haben also einen Hamiltonoperator
analog zur klassischen Mechanik:

2 p 1 242
H = o + S Tw'E (1.28)
Wir behandeln das Problem im Ortsraum (im Impulsraum ist dies auch moglich) wodurch die Ope-
ratoren folgende Gestalt annehmen: p = —ih% und & = x Wir haben also eine Schridingergleichung
der Form:
20?2 1 4,
<_2m8xQ + 5 TWw'T ) Y(z) = Ey(x) (1.29)

Durch eine Variablentransformation, so dass z = /"7 und € = %, lautet die neue Schrodingergleichung:

(;; 22 e> P(z) =0 (1.30)

Was passiert fiir grofle z (z — 00). Dann kénnen wir sicherlich e in 1.30 vernachléssigen. D.h. fiir ¢(z)

muss dann gelten:
2

(82 22> P()=0 = k) ="e T (1.31)

022

22

Als exakten Losungsansatz verwenden wir weiterhin: ¢(z) = h(z)e™ =z
Schreiben h(z) als Potenzreihe: h(z) = > 00 apz™
2

m=0
Und setzen 9(z) = h(z)e™ = in die Differentialgleichung ein. Nach der etwas anstrengenden zweifachen
Differentiation kommt man auf folgenden Ausdruck:

o0 o0
Z amm(m —1)2™"2 — Z amz"(2m—e+1)=0 (1.32)
m=2

m=0

Diese Gleichung muss fiir jedes z erfiillt sein, also fiir jede Potenz von z seperat. Ein Koeffizientenver-
gleich ergibt dann:
(m+1)(m+2)ami2 = 2m — e+ 1)an, (1.33)

Dies ist eine Rekursionsformel fiir a,,, d.h aus ag ergeben sich as, a4, ag,.. und aus a; ergeben sich
a3, a5, a7, ....

(x) muss normierbar sein, dann muss gelten: [*_da |1 ()| = endlich = h(z) muss endliche Potenz-
reihe sein.

Beweis: angenommen h(z) sei unendliche Potenzreihe: dann gilt fiir m — oo m2am,io = 2ma, =

am+t2 _ % weiterhin gilt

am
o _2v 2v 2042
42 z z z
= — =1+..+— 1.34
¢ ;y! LV R B (1.34)
Setzt man nun m = 2v dann gilt: (v +1)! = (v + ! = (F + D! = v!%. D.h:
2v 2v+2 )
e z1+...+z—+27—+...och(z) (1.35)
v vl m
denn man kann z.B.a; = 0 = ag = a5 = ...setzen. Dann ist h(z) sicher eine Losung der Differential-
gleichung. Und fiir ¥(2) gilt:
22 22
P(z) e T =e7 (1.36)

Dies ist nicht normierbar, und damit ist die Behauptung, dass h(z) eine endliche Potenzreihe sein
muss gezeigt.
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Wir geben nun ein maximales m (myyq, = n) vor, so dass a,+2 = 0 gilt und die Potenzreihe abbricht.
Mit 1.33 gilt: e =2n+1 = % Das wichtige Endergebnis lautet:

1
E, = hw(n+ 5) (1.37)
Die Energien sind wie erwartet quantisiert (Teilchen ist in einem parabelférmigen Potenzial einge-
schlossen), und auflerdem ist die minimale Energie nicht Null sondern %hw
Die normierten Eigenfunktionen sind wie folgt:

[N

In() = hn(2)e™ T, o= =, hn(owc):[\/gnn!] H,, () (1.38)

Die H,(y) sind die Hermitepolynome und haben folgende Gestalt:

- o o
Hy(y) = (=1)"eY 873/26 4

Ho(y)=1; Hi(y)=2y; Ha(y) =4y*—1

Fir die 9, (z)gelten natiirlich wieder Orthonormalitét und Vollsténdigkeit:

/ " e () n(@) = b wnd 3 n(@)(y) = 6z — y) (1.39)
n=0

—00



Kapitel 2

Mathematische Struktur

2.1 Uberblick

Die Quantenmechanik geht allgemein davon aus, dass alle Information iiber physikalisch messbaren
Grofen in der Wellenfunktion 1) eines quantenmechanischen Zustands befindet. Diese Information
erhédlt man durch Anwendung verschiedener mathematischer Operationen auf 1. 1 sei dabei eine
Losung der Schrodingergleichung (Formel 2.1) mit dem Hamiltonoperator H.

0
e = HY (2.1)

Diese Gleichung erhélt man wenn man einfach die Gesamtenergie eines Systems bildet: E = T + V
mit der kinetischen Energie T und der potentiellen Energie V. Dann fiihrt man die kanonische Quan-
tisierung durch d.h. wir malen auf jeden Buchstaben ein Dach und definieren die Gréfie als quanten-

mechanischen Operator. Wichtig sind hierbei v.a. Impuls und Energie (Drehimpuls, ... spéter):
s 0 . .
EHE:zha; p— p=—thV

Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig, kénnen wir fiir ¢ einen Produktansatz wéhlen mit einer
konstanten Energie E als Frgebnis bei Anwendung des Energieoperators E'Lbi = E; = H ;. Aus der
linearen Algebra erkennen wir, dass eine solche Operation eine Eigenwertgleichung darstellt. D.h. dass
die Anwendung eines Operators (= Operator ist eine Abbildung) auf ein Objekt das gleiche Objekt
reproduziert, bis auf eine multiplikative Konstante. Ein fundamentales Axiom der Quantenmecha-
nik ist, dass der Wert von Observablen, also messbare Groflen, immer nur der Eigenwert zu einem
entsprechenden Operator ist. Da messbare Groflen reell sein miissen, kommen nur sog. hermitesche
Operatoren in Frage.

2.2  Vektorrdume und Operatoren

Eigenwertgleichungen kennt man aus der linearen Algebra. Wir haben auflerdem in vorherigen Be-
trachtungen schon gesehen, dass z.B. die Uberlagerung (Addition) von Wellenfunktionen (Wellenpa-
kete) wiederum eine Wellenfunktion darstellen. Insgesamt kann man Betrachtungen anstellen, dass
der Funktionenraum der moglichen Losungen 1 der SG ein Vektorraum ist. Dieser Raum von Funk-
tionen erfiillt also die Vektorraumeigenschaften. Genauer gesagt es ist ein Hilbertraum (vollstandiger
Vektorraum mit Skalarprodukt). Das Skalarprodukt fiir 1(x) und ¢(x) ist definiert als

(6.9) == / A" () (x) (2.2)

(Ist eine allgemeine Definition eines Skalarpfodukts fiir Funktionenrdume,hat die Eigenschaften eines
Skalarprodukts, ¢*(x) ist komplex konjugiert) In einem Hilbertraum kénnen Operatoren O definiert
werden, die einen Vektor auf einen anderen abbilden. Lineare Operatoren haben die Eigenschaft

14
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O(Z Nibi) = wai

Zu Operatoren der QM kann man die konjugierten Operatoren einfithren O*. Diese besitzen folgende
Eigenschaft:

(6,0%) = / P (x)OHib(x) = / P 2(06(x))(x) = (0, )

Da in der QM nur reelle Erwartungswerte von Operatoren Sinn machen kénnen wir schreiben.

(0)=(0) = . 0v - ( / d3$¢*(x)0¢(X)>* -
- / B(OP(x))"(x) = (09, ¥) = (1, 0)

Wir sehen also Ot = O. Ein hermitescher Operator ist also gleich sein konjugierter. Hermitesche
Operatoren A haben folgende Eigenschaften:

(¢, Av) = (Ao, )

e Normierte Eigenfunktionen 1); zu hermiteschen Operatoren sind orthogonal: (v;, ;) = d;

e Die Eigenfunktionen bilden eine vollsténdige Basis fiir den Hilbertraum

. A + o
e Fiir hermitesche Operatoren A, B, C, ... gilt: (ABC .. ) =...0TBTA"

e Wenn verschiedenen Operatoren A, B,C,... miteinander kommutieren d.h. [A,E} = AB —

BA = 0,usw. (denke dir immer die Anwendung auf einen Zustand dahinter), so existiert eine
gemeinsame Basis des Hilbertraums, dessen Elemente simultane Eigenfunktionen zu den Opera-
toren sind.

2.3 Zeitabhingigkeit von Operatoren in der QM

Wir wollen nun gleich eine Anwendung von Operatoren betrachten: die zeitliche Entwicklung von
Erwartungswerten.

(4), = (6,00 Av(x,1)) = [ 0" () A, ) 2.3

dann ist
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t T dt
0 N 0 - ~ 0
= @w, AY) + (¢, (aAW) + W’Aaﬂ’) =
OA 1 R 1 .
=3 )t (*hHw,Al/J) + (w,A%Hw) =

(%) +i (4D, @
t (2.5)

Falls A also zeitunabhiingig ist, ist die zeitliche Anderung also nur durch den Kommutator von A und
H gegeben. Falls A mit H kommutiert ist die Observable also eine Erhaltungsgrofie.



Kapitel 3

Abstraktere Formulierung der QM

3.1 Dirac Notation

Wie im vorherigen Abschnitt gesehen, kénnen wir Aussagen in der QM treffen, ohne jeweils die explizite
Wellenfunktion 1 (x,t) im Ortsraum zu betrachten. Wir haben gesehen, dass der Zustand ¢ eigtl. ein
Vektor in einem Hilbertraum ist. Also ist die explizite Darstellung 1) von der gew#hlten Basis abhéngig,
wir konnen sie z.B. auch im Impulsraum vonehmen. Zusténde ¢ wollen wir im Folgenden nur noch
mit [¢)) bezeichnen (Ket). AuBerdem noch das umgedrehte Bra (1|. Das Skalarprodukt (v, 1y,) der
orthogonalen Eigenzusténde des Hamiltonoperators zu den Energieeigenwerten F,, und E,, wird dann
zu einem einfachen aneinanderhédngen von Bra und Ket (—Bra-(c)ket):

(mln) = / Baf (X n(X) = bpn  allg. (6,) — (9]0) (3.1)

Zusténde ¢; werden auflerdem abgekiirzt durch die Quantenzahl i. Im Prinzip &ndern wir nur die
Schreibweise des Skalarprodukts ein wenig ab. Operatoren werden einfach in die Mitte geschrieben
(Wirkung auf den Ket) oder in den jeweiligen Bra bzw. Ket. Man kann zeigen, dass fiir gebundene
Systeme immer abzihlbar unendlich viele diskrete Eigenzusténde |n) des Hamiltonoperators existieren.
Fiir nicht gebundene sind die Eigenwerte kontinuierlich. Im Folgenden beschrénken wir uns auf gebun-
dene Zusténde. Die Eigenzusténde sind orthogonal (vgl. 3.1) und vollstdndig. D.h. wir kénnen jeden
Zustand [¢) als Linearkombination der Basiszustédnde |n) schreiben, anders ausgedriickt wir entwickeln
den Vektor 1) nach einer vollstdndigen Orthogonalbasis {|n)} des entsprechenden Vektorraums.
Betrachte

) => Cnln) (3.2)

) = In) {nl) (3:3)
(3.4)
Dies muss fiir jedes |¢)) gelten und deshalb ist
Sl =1 (35)
1 ist hierbei die Identitét. Diese kann iiberall eingeschoben werden, ohne dass etwas veréndert wird.

Formel (3.5) nennt man Vollsténdigkeitsrelation. In einer Basis, die nicht abzéhlbar viele Basisvektoren
besitzt (z.B. Impulseigenzustinde) wird (3.5) zu

/ dp|p)(p] = 1 (3.6)

17
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Betrachten wir noch die Eigenschaft des Projektionsperators P,

Po = [n) (n]

P, |4} projeziert eine Wellenfunktion |¢) mit einer Wahrscheinlichkeit ||(ni)[* auf den Zustand |n).
Dies ist doch eine sehr niitzliche Erkenntnis, da wir wissen, dass eine Messung ein System in einen
Eigenzustand projeziert. Und dies mit eben dieser Wahrscheinlichkeit. Wir kénnen den Hamiltonope-
rator auch als eine Summe aus Projektionsoperatoren schreiben. Nach Gleichung 3.5 kénnen wir auf
beide Seiten des Hamiltonoperators einfach eine 1 schreiben. Es gilt:

H=>"|m)(m|H|n)(n| = ZE Smn |m) (n| = ZE In) (n| = ZEP (3.7)

m,n

3.2 Vergleich mit Matrizen

Um uns ein besseres Bild machen zu kénnen, betrachten wir normalen Vektorraum aus unendlich
dimensionalen Vektoren, bei dem wir Spalten- und Zeilenvektoren unterscheiden. Ein Spaltenvektor a
habe folgende Darstellung:

ai
az
as

Entsprechend die komplex konjugierten Zeilenvektor als a™

= (aj,a3,a3,...) (3.9)

Wir erkennen leicht die Vektorraumeigenschaften Linearitét usw. Man kann ein positiv definites Ska-
larprodukt definieren:

at

):=> ayb,=a'b (3.10)
n
Wir sehen auflerdem, wie wir eine orthonormierte Basis e wéhlen kénnen z.B.

0
0

—_

Mit dem Wert 1 in der n-ten Komponente. Analog fiir den Raum der Zeilenvektoren. Bei diesen
Betrachtungen sollte auffallen, dass diese ganzen Eigenschaften genau gleich sind, wie bei den Kets
(£a) und Bras (=a™). Die Basis ({€"}) entspricht der Basis ({|n)}). Aus der Linearen Algebra weif3
man, dass lineare Abbildungen als Matrix dargestellt werden kénnen. Da in der Quantenmechanik
alle Operatoren linear sind, kénnen wir also analog folgern, dass diese Operatoren nun als Matrizen
dargestellt werden kénnen.

Wir kénnen noch ein bisschen weiter gehen und uns die Ket- und Bra-Zustédnde nun nicht mehr nur
als Vektoren vorstellen, sondern ebenfalls das Bild der Matrizen wihlen. Ein Spaltenvektor (Ket) ist
nun einfach als Matrix mit nur einer Spalte zu betrachten. Ein Zeilenvektor (Bra) als Matrix mit nur
einer Zeile. In diesem Bild miissen wir auch nicht mehr ein Skalarprodukt definieren, sondern wenden
einfach die Rechenregeln fiir Matrizen an. Eine Matrix M kann durch ihre Eintrdge M, , dargestellt
werden mit der Zeile m und Spalte n. Matrixmultiplikation ist definiert als:
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(A B)m,n = Z Am,kBk,n
k

Wir werden darauf noch néher in den Ubungen und bei der Behandlung des Spins eingehen.
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(3.11)



