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1 Elektrostatisches Feld einer linienférmigen Ladungsverteilung

Musterlsung Blatt 2

Bestimmen Sie mit Hilfe des Gaufischen Satzes das elektrische Feld einer ruhenden Ladungsverteilung, die ho-

mogen entlang der z-Achse konzentriert ist. Die Léngenladungsdichte sei Q.

Lésungsvorschlag:

Mit der elektrostatischen Maxwellgleichung

folgt

Wir wenden den Gauflschen Satz an:
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Hieraus folgt fiir das elektrische Feld:

2 Homogen geladene Vollkugel

Wir betrachten eine gleichméflig geladene Vollkugel mit Radius R und Ladung Q.

(a) Berechnen Sie das elektrostatische Potential

o) = [ 2

4 € |7 — 77|

der Kugel im Innen- und Auflenraum, wobei das Potential im Unendlichen verschwinden soll.
Hinweis: Nutzen Sie bei der Wahl des Beobachtungspunktes die Kugelsymmetrie des Problems aus.

(b) Bestimmen Sie daraus das elektrische Feld E(7) im Innen- und Aufenraum.

(¢) Skizzieren Sie das Potential.



Lésungsvorschlag:

(a) Die Ladungsdichte ist konstant und betrigt po = Q/V, wobei V = 4/37 R3.

Wir rechnen also:
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Wir wihlen den Beobachtungspunkt nun so, dass § = 0 und erhalten
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Nun muss man die Félle r > R und r < R getrennt behandeln:
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(b) Das elektrische Feld lautet dann:

B(F) = —V&(7) =

3 Punktladung vor geerdeten Metallplatten

(13)

Eine Punktladung ¢ befinde sich vor zwei geerdeten, unendlich ausgedehnten Metallplatten, die in der y-z-Ebene

und der z-z-Ebene liegen, wie in der Abbildung dargestellt. Hier sei 7y = (a, b, 0).
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(a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Spiegelladungsmethode das elektrostatische Potential ®(7) auflerhalb der
Metallplatten.

(b) Berechnen Sie die Flichenladungsdichte o(7) und die Gesamtladung auf den Platten.
(¢) Welche Kraft wirkt auf die Punktladung?

Lésungsvorschlag:

(a) Wir gehen zunéchst wie in der Vorlesung vor und konstruieren zwei Spiegelladungen an den Orten 7; =
(a,—b,0) und 7 = (—a,b,0) um die Dirichletsche Randbedingungen ®(7)|,_o = 0 und ®(7)|,_, = 0 zu
erfiillen. Wir erkennen aber, dass eine Spiegelladung dann die jeweils andere Randbedingung verletzt. Es
liegt aus Symmetriegriinden nahe, nun eine dritte Spiegelladung am Ort 75 = (—a, —b,0) einzufiihren, die
Ladung g3 = ¢ tragt.

Das elektrostatische Potential lautet dann:
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Und wir koénnen tiberpiifen, dass die Randbedingungen erfiillt sind.

(b) Die Fliachenladungsdichte o(7) erhalten wir mit
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Fiir die gesamte influenzierte Ladung erhélt man so auf der x — z-Ebene:
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Hier wurden folgende Identitidten verwendet:
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Analog erhalten wir fiir die y — z-Ebene:
2q b
il = - arctan .
Und so ergibt sich fiir die gesamte influenzierte Ladung:
2q a b
Qinpt = Qinp + Qs = - (arctan 5 + arctan a) =—q.

Man kann ein rechtwinkliges Dreieck konstruieren, um sich zu veranschaulichen, dass
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gilt.

(c¢) Die Kraft auf die Punktladung errechnen wir mit dem Coulombschen Gesetz.
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4 Multipolentwicklung

Wir betrachten die in der Abbildung dargestellte Ladungsverteilung wie sie sich aus Aufgabe 3 ergibt.
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(a) Fiihren Sie eine Multipolentwicklung des Potentials dieser Ladungsverteilung durch. Geben Sie den Qua-

drupoltensor explizit an.

(b) Welches elektrische Potential ergibt sich damit in grofiler Entfernung (r > a,b)?

Lésungsvorschlag:

(a) Die Ladungsverteilung ist gegeben durch:
p(i') = q [0(z" —a)d(y’ — b) +(z" + a)d(y' +b) — (2" —a)d(y’ +b) — 6(2" +a)é(y’ - b)]

Das elektrische Monopolmoment ist null, da die Gesamtladung null ist.
Fiir das elektrische Dipolmomet ergibt sich ebenfalls:

Pe=Dy =4 /d27"x’p(f") =0
Fiir die verschiedenen Komponenten des Quadrupoltensors erhalten wir:

Quy = Qoo =4 / d2r' (322 — 2% — o) p(7") = 0

wa = wa =4q /dQT/(gl‘y) p(’F’) = 12abq

(27)



(b) Fiir grofie Entfernungen ergibt sich damit fiir das Potential:

5 Rotierende, geladene Kugel

Auf der Oberflache einer Hohlkugel mit dem Radius R sei die Ladung @ gleichméfig verteilt. Die Kugel rotiere
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit .

(a) Bestimmen Sie die dadurch erzeugte Stromdichte (7).
(b) Berechnen Sie das von j(7) hervorgerufene magnetische Dipolmoment i der Kugel.

(¢) Bestimmen Sie daraus das Vektorpotential A(7) auBerhalb der Kugel.

Lésungsvorschlag:

(a) Die Ladungsdichte ist gegeben durch:

_ 2
o) = sl — F) (32)
Die Stromdichte ergibt sich dann wie folgt:

J(7) = p(P) 8(7) = p(i) [ x 7] (33)

Mit 75 = Ré,. Wir withlen das Koordinatensystem so, dass: &J = wé, = w(0,0,1).
Damit erhalten wir (é, x é, =sinféy) :

i = 22,

singo(r — R) é, (34)
(b) Das magnetische Dipolmoment kann wie folgt berechnet werden (siche Vorlesung):
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Zunichst erkennen wir, dass gilt:
(ér X ép) = (sinf cosgé, +sinf singé, +cosfé.) x (—singé, + cospé,) = —éy (36)

Somit konnen wir schreiben
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Hier wurde fiir die 2- und y-Komponente benutzt, dass [ dpcos¢ = [ dgsing = 0.
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Wir erhalten so:
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(¢) Wir benutzen hier die Magnetostatische Multipoentwicklung um das Vektorpotential zu bestimmen (eine
Berechnung iiber Gleichung (2.11) im Script ist viel umfangreicher und liefert das gleiche Ergebnis):
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6 Vektorpotential eines stromdurchflossenen Ringes (erhdhter Schwierigkeitsgrad)

Ein Kreisstrom I flieft in einem unendlich diinnen Draht, der einen Ring mit Radius a bildet und in der
zy-Ebene liegt.

=y,

(a) Machen Sie sich klar, dass die Stromdichte in Zylinderkoordinaten gegeben ist durch
) =T6(2")0(r" —a)éy .

(b) Bestiitigen Sie, dass die Kontinuitiitsgleichung fiir die Strom- und Ladungsdichte erfiillt ist.
Hinweis: Die Darstellung der Divergenz in Zylinderkoordinaten ist: V - V=1 Jr0r(r Vi) +1/105Ve + 0.V,

(c) Geben Sie fiir das vom Strom erzeugte Vektorpotential E(F) in Coulomb-Eichung eine Integraldarstellung
an. Berechnen Sie das Vektorpotential und das Magnetfeld ndherungsweise fiir r > a.
Hinweis: Da die Symmetrie des Problems zylindersymmetrisch ist, kann man den Beobachtungsounkt 7~ in
die zz-Ebene legen, um die Rechnung zu vereinfachen. Entwickeln Sie den Integranden in a/r

(d) Wie gro8 ist das vom Kreisstrom erzeugte magnetische Dipolmoment fi?

Lésungsvorschlag:
(a) Klar
(b) Kontinuitéitsgleichung
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Wie von der Magnetostatik gefordert verschwindet die Divergenz der Stromdichte.

(¢) Wir nutzen zunichst die Zylindersymmetrie aus und legen unseren Beobachtungspunkt in die z-z-Ebene
= ¢ = 0 und untersuchen das Vektorpotential in dieser Ebene. Zur Bestimmung des Vektorpotentials
geniigt es dann das Integral fiir A, = cos¢ A(r, z) zu bestimmen. Wir betrachten deshalb ebenfalls nur
die y-Komponente der Stromdichte j, = I §(z") 6(r' — a) cos ¢'.
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Wir entwickeln den Nenner des Integranden als Binomische Reihe (r > a):

Q

) 2ra cos @’ —1/2
7’2+CL2+2’2 7”2+

( 2racos¢’>_1/
1o 2rasoe
52

= (1+4xz)2= i (

1

= 1— =
2

r2

Und erhalten fiir das Vektorpotential
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Nun kénnen wir wegen der Zylindersymmetrie auf das Vektorpotential schlieflen:
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Fiir das Magnetfeld erhalten wir mit B=VxAin Komponenten:
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Das Magnetische Dipolmoment
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Alternative Losung fiir Aufgabenteil (c) und (d)
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Etwas eleganter ist der Ansatz, das Vektorpotential in grofler Entfernung iiber die Multipolentwicklung
zu bestimmen, die die Entwicklung fiir 7 > a schon beinhaltet. Wir wissen aus der Vorlesung, dass das
magnetische Dipolmoment, falls es existiert, in grofler Entfernung dominiert. Wir wollen also zunéchst das

Dipolmoment bestimmen:
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Daraus erhalten wir sofort das Vektorpotential:
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