1 Erzwungene Schwingungen

1.1 Bewegungsgleichung

Betrachte ein System mit einem Freiheitsgrad mit einer schwachen Stérung:

L(g.4,t) = 56" = U(q) = Uuat(q. ) M

Dabei ist U,y ist schwache Storung, z.B. ein duferes elektromagnetisches Feld fiir ein
Atom oder duferer Antrieb fiir Schwingkorper.

Das ungestorte System (Ug,: = 0) besitze stabile Gleichgewichtslage bei ¢ = gg. Taylor-
entwicklung um ¢ = qo:

U(q) = U(qo) + (04U )go(q — q0) + %(8q2qU)qO(q — q0)2 + ... = const + ng (2)

Dabei ist # = ¢ — go die Auslenkung aus der Ruhelage. Es gilt: (0,U)q, = 0 da es
sich um eine Gleichgewichtslage handelt, sowie (8§qU)qO > 0 da diese stabil ist. Eine
Taylorentwicklung der Stérung um gy ergibt:

Ue$t(q,t) = Uezt(QO;t) + ((%th)qo (q — Q(]) +...= Ueﬁ(qO,t) — f(t)(l? + ... (3)

Damit ergibt sich die Lagrangefunktion:

m k
L(z,i,t) = 5532 — 53;2 — f(t)x (4)

Der Term Ucyt(qo,t) wurde weggelassen weil er nur von der Zeit abhéngt. Dies ist die
Lagrangefunktion des harmonischen Oszillators mit dufserer Kraft f(¢) Mit Euler Lagrane

folgt die Bewegungsgleichung m@ = —kx+ f . Mit wg = 4/ %léisst sich dies schreiben als:

j}+w8x:j;(nt) (5)

Lasst man auch noch eine Reibungskraft zu ergibt sich:

a'é'+2)\9'c+w8x:j;(nt) (6)

1.2 L6sung der homogenen Gleichung
Fiir die allgemeine Losung x/(t)solcher Gleichungugen gilt:

z(t) = Thom(t) + Tpart(t) (7)
Fiir die homogene Gleichung # + 2A% 4+ w@z = 0 machen wir den Ansatz:

l‘hom(t) =Ce ™ (8)



Dieser fiihrt auf die Gleichung —v? — 2i\v + w3 = 0 die folgende zwei Losungen besitzt:

vig = /wd — A2 — i\ = Lwy — i) (9)

Hier miissen wir eine Fallunterscheidung machen:
1.Fall wg > A:

wo reell — Ty (t) = Ae MFwot 4 BemA—wot — =M A’ gin(wgt) + B’ cos(wot)]

Dies ist eine geddmpfte, periodische Bewegung. Diese kann auch mit einer Amplitude
und einer Phase geschrieben werden:

Zhom(t) = Ae™ M cos(wot + a) (10)

2 Fall w < X
Es ergeben sich: zpom(t) = Ae™ 1t 4 Be™ 2t mit Ao = A+ /A2 —w?
3. Fall wg = X\
Dieser Fall ist der aperiodische Grenzfall. Die beiden Losungen sind entartet. Damit

lautet die Losung:
Thom(t) = (A + Bt)e ™ (11)

1.3 partikuldre Losung

Da man jede beliebige externe Kraft mittels Fouriertransformation in periodische Be-
standteile zerlegen kann, reicht es hier externe Kréfte der Form f(t) = f,coswt zu
betrachten.

Noch einfacher betrachten wir die Gleichung

§ 42\ + wiy = %e:cp(iwt) (12)

und nehmen am Ende den Realteil der Losung.

Der Ansatz ypert(t) = %X(w)exp(iwt) ergibt:

1
wg —w? 4+ 2i\w

x(w) = (13)

Dies ist die dynamische Suszeptibilitit. Zerlegt in Amplitude und Phase x = |x|exp(id)
ergibt sich:
1 2w

M= s )= (14)

4 Ixlw)l §{w)

iy ut ] !



2 Systeme gekoppelter Schwinger

2.1 anschauliche Betrachtung mit Newton

Betrachte eine lineare Kette aus 3 Atomen der Masse m die mit gleichen Federn der
Federkonstanten k verbunden sind. Die Federn sind bei der Lénge b entspannt. Mit
Newton lassen sich die Bewegungsgleichungen schreiben als:

mqy = k(g2 —q1 — b) (15)
mgy = k(g3 —q2 —b) — k(g2 —q1 — b) (16)
mqs = k(g3 — g2 — b) (17)

Mit den Koordinaten & = (x1, 29, 23)7 die die Auslenkung aus der Ruhelage beschreiben
und der Matrixschreibweise ergibt dies:

10 0\
m|0 1 0|Z+k[-1 2 —-1|z=0 (18)
001

2.2 Betrachtungen mit Lagrange

Analog zur Betrachtung bei 1 Schwingenden Teilchen ldsst sich die Energie im Vielteil-
chenproblem um die Ruhelage entwickeln:

1
U(z) ~ QFaﬁxo‘xﬁ mit Fop = 0,08U (19)

Dabei ist F, die positiv definite Kraftkonstantenmatrix.
Damit lasst sich die Lagrangefunktion schreiben als:

1 1
L=g apd®i? — §Fa5x°‘x5 (20)

Dies liefert mit der Matrixschreibweise & = (21,2, 23)" die Bewegungsgleichungen:
T+AE=0 mit A=M'F (21)
Der Ansatz ¥ = we™? fiihrt zu dem Eigenwertproblem:
AT = W’z (22)
Fiir das Problem der 3 mit Federn gekoppelten Massen mit Auslenkungen x aus der

Ruhelage ergibt sich mit V(z1, 29, 73) = ¥[(22 — 21)? + (23 — 22)% :

“l-1 2 —1)z=u’F (23)



Dies ist identisch mit der Herleitung nach Newtonschen Uberlegungen.
Das Eigenwertproblem liefert iiber det(A — w?1) = 0:

| k 3k
w1 = - w9 = i W3:0 (24)
m m

und
1 1 1
xr1 = 0 To = —2 xr3 — 1 (25)
—1 1 1

3 Noether Theorem

3.1 Erhaltungsgrélen
Eine Groe A(q, g,t) heift Erhaltungsgrofe wenn lings der Bahnbewegung q(t) gilt:

d

A1), 4(t),1) =0 (26)

3.2 Zyklische Koordinaten

Der zu ¢i kanonisch konjugierter Impuls ist definiert durch:
pE = 0y, L (27)
Eine Koordinate ¢ heifst zyklisch wenn gilt:
O0g, L =0 (28)
Es gilt:
qr zyklisch — pg erhalten
da
qr zyklisch — £0;, L =0, L =0 — %t =
3.3 Noether Theorem
Das Noether Theorem besagt:
Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie gehort eine Erhaltungsgréfe und umgekehrt.

Dabei bedeutet Symmetrie eine Transformation die die Wirkung S invariant 14sst.



Betrachte Transformation:

q— qf = qr + Vg, t) + O(e?) (29)

t—t* =t+ed(q,t) + O(?) (30)
Damit folgt:

to dq
S = /t dt L(q, — e t)

1

3 dg* b dtr dg* de
§ = / A L(g", ,t*):/ it g ,t*):/ dt

t{ dt* tl dt dt* tl dt

S invariant unter Transformation bedeutet:S = S*. Mit:

dgg _ dap dt _ dgp 1 Nﬂ( oy _ (qu+

s T Tdt dtt T dt 1ed® —Ca )(1—€dt) = Gutedt dt —edp 57 dt 7 +O(e%)
folgt:
_ av av
L*=L v, — —e—,t ) 31
(g+e€ q+€dt o +el) (31)

Benutze im Integral die Taylorentwicklung um e =0

dt* dt* d dt*
L* ~2 — * = 32
p L lemo + (L7 = )le=oe (32)
Mit Cff =1+ 6 erglbt dies:
Lat* d _.dt*
L e L+ a(L EHEZOE (33)

Damit folgt aus S = S*dass L = L + + (L* dt*)le o€. Desshalb muss gelten:

d, ., dt*

—(L"—)|e=0 = O 34
+de( dt e=0 (34)
dL dt* . d dd
= |e 00—, dt ’e 0 +L |e 0 (1 +e— dt )’e 0 (35)
dL* dd
= —|e= — 36
& =0T Ly _ o . (36)
= (VgL)U + (V4L)(Vy, — ¢P) + LD + LD (37)



Setzte fiir den ersten Term die Euler-Lagrange Gleichung ein(V,L) = %VqL:

d . .
0 = 2 (Val)¥ —(V4L)® + L + L¥
d .
= (VL)W + (L = ¢V4L)®)

Somit ist gezeigt dass
S invariant < (3", 05, U + (L — 34 Gk04, L)®) = 0

& Q=250 Yr+ (L =) qr0g, L)P) Erhaltungsgrofe

Q= (VQL)\I/ + (L — (quL>(I)
eine Erhaltungsgrofie ist.

Damit folgt:
1. Invarianz unter Zeit-Translation — Energieerhaltung
2. Invarianz unter Raum-Translation — Impulserhaltung

3. Invarianz unter Raum-Rotation — Drehimpulserhaltung

Beweise:
1. Es gilt:
t = t'=t+e — ®=0
=9 — ¥=0
und damit:
Q=L—-¢V4L=—-H
2. Es gilt:
t* =t — d=0
¥ = xz+e€ — Y =g
und damit:

3. Es gilt: (z.B: in Kugelkoordinaten)

und damit:



