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1 Molekiile

Nach den Mehrelektronensystemen wollen wir uns nun den Molekiilen wid-
men. Anfangs betrachten wir, wie bei den Atomen, ein méoglichst einfaches
Molekiil und verallgemeinern dann die Losung auf komplexere Molekiile.
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Abbildung 1: Schematische Darstellung eines Hy -Ions, dass aus zwei Pro-
tonen und einem FElektron besteht. Der Schwerpunkt S dieses Systems ist
praktisch identisch mit dem Schwerpunkt der beiden Protonen, da die Elek-
tronenmasse zu vernachldssigen ist.

Das einfachste Molekiil ist ein Hj-Ion. Es besteht aus 2 Protonen und
einem Elektron (siehe Abb. 1). Die potentielle Energie dieses Systems lautet

2
B= =g (24 2 - 3) 1)

oder beziiglich des Schwerpunkts S

2
e (2 ) 0

Der Hamiltonoperator fiir dieses System lautet damit
= (V4R + Vi (Re) - V) 4 B ) (3)
2M 2m

wobei mit M die Protonenmasse und mit m die Elektronenmasse bezeichnet
wird. Die V-Operatoren beziehen sich jeweils auf die Vektoren, die in den
Klammern stehen.



Die resultierende Schrédingergleichung H¥(r, R;) = EW¥(r, R;) ist ana-
lytisch nicht 16sbar. Deshalb fithren wir im Folgenden zwei Néherungen ein,
um diese Schrodingergleichnung zu 16sen.

1.1 Born-Oppenheimer Niherung (adiabatische Néhe-
rung)

Die Elektronenmasse (0.511 M¢¥) ist etwa um den Faktor 2000 kleiner als die
Protonenmasse (938 Mciv), wodurch auch die Massentragheit der Elektronen
viel kleiner ist als die der Protonen. Die Elektronen konnen der Bewegung
der Protonen (bzw. Atomkernen) praktisch instantan folgen. Die Elektro-
nenbewegung kann also unabhéngig von der Protonenbewegung betrachtet

werden, wodurch sich die Schrédingergleichung vereinfacht.

[—%Vg(r) + B (T, R)] ¥(r, R) = EY9(r, R) (4)

Diese Gleichung ldsst sich nun fiir jeden festen Abstand R der beiden
Protonen 16sen. Die Energieniveaus, die sich bei der Losung ergeben héngen
von R ab. In Abbildung 2 sind drei dieser Niveaus in Abhéngigkeit von R
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Abbildung 2: Energieniveaus der Elektronenwellenfunktion eines Hf - Ions
in Abhdngigkeit vom Abstand R der beiden Protonen[1]. Finige der Energie-
niveaus haben ein Minimum. Fir diese Niveaus existiert ein Abstand R bei
dem das Molekiil zumindest ein metastabiler Zustand ist.

abgebildet. Einige der Energieniveaukurven haben ein Minimum. Bei diesen

3



Niveaus handelt es sich um einen zumindest metastabilen, molekularen Zu-
stand. Bei den monoton abfallenden Niveaus dissoziiert das Molekiil, da die
Energie am kleinsten ist, wenn der Abstand R zwischen den beiden Protonen
unendlich grof} ist.

1.2 LCAO Néiherung

Fiir komplexere Molekiile reicht die Born-Oppenheimer Néherung alleine
nicht aus um die Schrodingergleichung analytisch zu 16sen. Hier kommt dann
zum Beispiel die sogenannte LCAO N#herung (Linear Combination of Ato-
mic Orbitals) zum Einsatz.

Zur Motivation dieser Ndherung betrachten wir zunéchst den Grenzfall
unendlicher Abstdnde der Atome. Die Wellenfunktionen der Elektronen sind
in diesem Grenzfall die selben, wie fiir einzelne Atome, also die Atomorbi-
tale. Wenn nun der Abstand der Atome verkiirzt wird, ist es nicht moglich
die Elektronen einem bestimmten Atomkern zuzuordnen. Als Ansatz fiir die
Wellenfunktionen der Elektronen eines Molekiils wahlen wir eine Linearkom-
bination aus Atomorbitalen. Fiir das Hj -Ion wiirde sich somit folgender An-
satz ergeben

U(r, R) = co®,(ry) + c,®@y(ry) (5)

wobei ®, und P, jeweils die Atomorbitale fiir die beiden Protonen sind. Da
die Wellenfunktion normiert sein muf}, ergibt sich folgende Bedingung fiir die
Koeffizienten ¢, und ¢

/ vy = 1 (6)
4+ 20450 = 1 (7)

wobei Sy, vom rdumlichen Uberlapp der beiden Wellenfunktionen abhingt
S =R / Py dPr (8)
Aus Symmetriegriinden mufl gelten
lcal® = les]* = |cf? (9)

Da die Wellenfunktion beim Vertauschen der Atomorbitale entweder symme-
trisch oder antisymmetrisch sein muf}, gilt auflerdem

Ca = Ty (10)



Damit ergeben sich die beiden folgenden normierten Molekiilorbitale

s 1
v = \/m (‘I)a + (I)b) (11)
T (8, - ®) (12)

V2 — 25,
(13)

Diese beiden Wellenfunktionen werden nun in die Schrédingergleichung ein-
gesetzt um die Potentialkurven zu bestimmen. Diese Potentialkurven sind
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Abbildung 3: Potentialkurven eines Hy -lons. Die Potentialkurven sind die
Energieergenwerte der symmetrischen bzw. antisymmetrischen Molekiilorbi-
tale eines Hy -Tons ind der LCAO-Niherung. Da die Potentialkurve der sym-
metrischen Losung ein Minimum besitzt, stellt diese Ldsung einen stabilen
molekularen Zustand dar.

in Abbildung 3 dargestellt. Die Potentialkurven zeigen die Energieeigenwerte
der beiden Wellenfunktionen in Abhéngigkeit vom Abstand R der beiden Pro-
tonen. Die symmetrische Wellenfunktion fiihrt zu einem stabilen molekularen
Zusatnd, da die Potentialkurve ein Minimum aufweist. Die antisymmetrische
Wellenfunktion fiihrt zu einem dissoziierenden Zustand, da das Potential fiir
einen unendlichen Abstand der beiden Protonen am kleinsten ist.

Aufgrund dieses Verhaltens wird die symmetrische Losung auch oft als
bindend und die antisymmetrische als antibindend bezeichnet.



1.3 Molekiilorbitalndherung

Wenn wir nun ein zweites Elektron zum Hy Molekiilion hinzufiigen, miissten
wir fiir die Gesamtwellenfunktion der beiden Elektronen die Wechselwirkung
der beiden Elektronen untereinander beriicksichtigen. In der sogenannten
Molekiilorbitalndherung wird diese Wechselwirkung vernachléssigt. Da die
beiden Elektronen jetzt vollig unabhéingig von einander sind ergibt sich als
Ansatz fiir die Gesamtwellenfunktion das Produkt aus den Molekiilorbitalen
in denen sich die Elektronen jeweils befinden. Wenn sich zum Beispiel beide
Elektronen im Grundzustand W* befinden, ergibt sich folgende Gesamtwel-
lenfunktion

) (I‘l, I'Q) = P’ (I‘l) - P (I'Q) (14)

Diese raumliche Wellenfunktion wird dann noch mit der Spinnwellenfunktion
multipliziert, so dass die Gesamtwellenfunktion der Elektronen antisymme-
trisch beziiglich der Vertauschung von zwei Elektronen ist, was durch das
Pauliprinzip gefordert wird.

202
2s 2s

¢ o
¢ o

1s 1s

¢ o

Abbildung 4: Elektronenkonfiguration des Grundzustands eines Liy Molekiils

In Abbildung 4 ist die Elektronenkonfiguration des Grundzustands eines
Li; Molekiils dargestellt. Die Nomenklatur der Molekiilorbitale ist &hnlich zur
Nomenklatur der Atomorbitale. Die Zahl gibt die Hauptquantenzahl n an,
also das Energieniveau FE, (R). Der griechische Buchstabe korrespondiert mit
dem Bahndrehimpuls. Im Gegensatz zu den Atomorbitalen ist bei Molekiilen



nicht der Betrag des Bahndrehimpulses eine gute Quantenzahl sondern die
Projektion auf die z-Achse (I, = Ah). Die Quantenzahl A\ wird nun mit grie-
chischen Buchstaben nummeriert (A =0, 1, 2, ... — o, 7,9, ¢, ...).

2 Verteilungsfunktionen

Wir wollen nun Systeme betrachten mit einer sehr groflien Anzahl von Teil-
chen, wie zum Beispiel Gase oder Festkorper. Analog zur klassischen Mecha-
nik interesieren wir uns bei solchen Vielteilchensystemen nur fiir die messba-
ren Zustandsgroflen, wie Druck, Temperatur, Warmekapazitéit oder Energie.

Um diese Zustandsgroflen ausrechnen zu konnen, wird neben der Zu-
standsdichte, also der Anzahl der Zusténde in einem Energieintervall [e, e +
de], auch eine Verteilungsfunktion benétigt. Die Verteilungsfunktion gibt
die mittlere Besetzungszahl eines Zustandes mit Energie € an. Fiir unter-
schiedliche Sorten von Teilchen gibt es unterschiedliche Verteilungsfunktio-
nen. Fiir Fermionen, also Teilchen mit halbzahligem Spin, wird die Fermi-
Dirac-Verteilung verwendet und fiir Bosonen, Teilchen mit ganzzahligem
Spin, wird die Bose-Einstein-Verteilung verwendet.

2.1 Fermi-Dirac-Verteilung

Die Fermi-Dirac-Verteilung wird fiir Fermionen verwendet. Nach dem Pauli-
prinzip miissen sich Fermionen in mindestens einer Quantenzahl unterschei-
den. Damit kann ein Zustand nur mit einem Fermion besetzt werden!. Au-
Berdem miissen wir noch beriicksichtigen, dass alle quantenmechanische Teil-
chen ununterscheidbar sind. Diese beiden Bedingungen fithren zu folgendem
Verhalten der Vielteilchenwellenfunktion fiir Fermionen bei Teilchenvertau-
schung

\I/(ql, .oy 4y ...,Qj, ) = —\I/(ql, ...,q]‘, .oy Qs ) (15)

Mit diesen Bedingungen lésst sich dann die Fermi-Dirac-Verteilung herleiten

1
Jrp(e) = ele—er)/(KT) } 1

(16)

Diese Verteilung ist in Abbildung 5 fiir unterschiedliche Temperaturen dar-
gestellt. Wie sich an der griinen Kurve erahnen lésst, ndhert sich die Fermi-
Dirac-Verteilung bei niedrigen Temperaturen einer Stufenfunktion an. Alle

Falls die Zusténde, wie zum Beispiel die Atomorbitale, keine Spinquantenzahl enthal-
ten, kann jeder Zustand mit zwei Fermionen besetzt werden. Eins mit Spin up und eins
mit Spin down
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Abbildung 5: Fermi-Dirac-Verteilung bei unterschiedlichen Temperaturen.
Die Fermi-Dirac-Verteilung gibt die mittlere Besetzungszahl eines Zustan-
des mit Energie € an. Bei niedrigen Temperaturen (grine Kurve) nihert sich
die Fermi-Dirac-Verteilung einer Stufenfunktion ab. Bei tiefen Temperatu-
ren sind alle Zustinde unterhalb der Fermienergie ep besetzt, wihrend alle
Zustinde mit hoherer Energie unbesetzt sind.

Zustande mit einer kleineren Energie als die sogenannte Fermienergie e sind
dann einfach besetzt wéihrend alle Zustdnde mit hoherer Energie unbesetzt
sind. Die Fermienergie ist damit die Energie des besetzten Zustandes mit der
hochsten Energie.

2.2 Bose-Einstein-Verteilung

Im Gegensatz zu Fermionen, konnen sich beliebig viele Bosonen (Teilchen
mit ganzzahligem Spin) in einem Zustand mit den selben Quantenzahlen
befinden. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Boson im selben Zustand
befindet wie ein anderes Boson, ist grofler als die Wahrscheinlichkeit, dass
sich zwei klassische Teilchen im selben Zustand befinden. Diese Eigenschaft
von Bosonen wird zum Beispiel bei der stimulierten Emission von Photonen
im Laser angewendet.

Die Vielteilchenwellenfunktion von Bosonen bleibt beim Austausch von
Teilchen unverédndert

U (G, ooy Qiy ooy Gy o) = W Qs oy @y ooes Gy o) (17)



Die Bose-Einstein-Verteilung lautet dann

1

fBE(€) = ey (18)

wobei mit p das chemische Potential bezeichnet wird. Das chemische Potenti-
al p ist die Energie die aufgebracht werden mufl um einem Vielteilchensystem
ein weiteres Teilchen hinzuzufiigen. Bei Fermionen ist das chemische Poten-
tial die Fermienergie.

2.3 Freies Elektronengas

Wir wollen in diesem Abschnitt ein freies Elektronengas betrachten. Also
ein System aus nichtwechselwirkenden Fermionen. Das freie Elektronengas
ist eine einfache N&herung fiir das Elektronensystem eines Metalls. Wir neh-
men an, dass sich die Valenzelektronen der Metallatome véllig frei durch den
Festkorper bewegen konnen. Nur an den Oberflichen des Metalls tritt eine
unendlich hohe Potentialbarriere auf, damit die Elektronen das Metall nicht
verlassen kénnen.
Die Losungen fiir Elektronen in einem eindimensionalen unendlich hohem
Potentialtopf lauten
on(x) < sin(k,x) (19)

wobei wegen den Randbedingungen gilt

T

kp =n— 20

nt (20)

Wir nehmen ohne Beschréankung der Allgemeinheit an, dass das Metall ein
Wiirfel mit Kantenldnge L ist. Da die drei Dimensionen unabhéngig vonein-

ander sind, erhalten wir im dreidimensionalem Fall folgende Bedingungen

k, — nx% (21)
k, = ny% (22)
k, = n% (23)
(24)
Fiir die Energieniveaus gilt
= o (KK K) = 2 (2 4 nd) = S (25)



wobei n = y/n2 + nZ + nZ verwendet wurde.

Um die Zustandsgroflen dieses Systems auszurechnen zu kénnen benoti-
gen wir die Zustandsdichte g(e)de, die angibt wieviele Zustéinde im Ener-
gieinterval [e, € + de| existieren. Die Zustandsdichte wird also von der Zahl
der moglichen Trippel (ng, ny,, n.), die im Intervall [n, n + dn] liegen, be-
stimmt. Im dreidimensionalem Raum der n; suchen wir also das % Volumen?
einer Kugelschale mit Innenradius n und Dicke dn. Die Zahl der méglichen
Trippel ist identisch mit diesem Volumen, da durchschnittlich ein Zustand in
jedem Volumenelement dV liegt.

1
g(n)dn = §47m2dn (26)

Jetzt muf noch beriicksichtig werden, dass in jedem Zustand zwei Elektronen
mit unterschiedlichem Spin sein kénnen.

g(n)dn = mn2dn (27)

Aus der Energie € eines Zustands n kann man einen Zusammenhang zwischen
n und e finden

2,2
heme

omlI?
:>n2 = WE (29)
om\? L 1
dn = = | ——= 30
= (%) Tae (30)
Damit ergibt sich fiir die Zustandsdichte
3
om\2 L3

Um die Fermienergie ez zu berechnen verwenden wir folgende Bedingung

vL / " deg(e) fro () (32)

Auflerdem ersetzen wir L? durch V. Fiir T' = 0 ist die Fermi-Dirac-Verteilung
frp(€) eine Stufenfunktion. Alle Zustédnde mit einer kleineren Energie sind
einfach besetzt, alle anderen bleiben unbesetzt. Wir konnen daher die obere
Integrationsgrenze oo durch €p ersetzen.

v [t - 55 (?) | deve (3)

2Nur % der Kugel ist relevant, da die n; positive ganze Zahlen sind.
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Damit ergibt sich fiir die Fermienergie

h? o N 5
= — | 3nm°— 4
r 2m (3 V) (34)

Die Fermienergie ist also diejenige Ernergie, bis zu der alle Zusténde be-
setzt sind. In Festkorpern haben diese Zustédnde liegen die Energieniveaus
so dicht zusammen, dass sich kontinuierliche Bander mit erlaubten Energien
und verbotenen Bereichen dazwischen bilden. die verbotenen Bereich werden
Bandliicken genannt. Die Lage der Fermienergie in diesen Energiebéndern be-
stimmt die elektrischen Eigenschaften des Festkorpers. In Abbildung 6 ist die

€F

Metall Halbleiter Isolator

Abbildung 6: Bei Metallen liegt die Fermienergie mitten in einem Energie-
band, sodass im Energieband noch freie Zustinde existieren. Bei Halbleitern
und Isolatoren ist die Fermienergie in der Mitte der Bandliicke. Der einzige
Unterschied von Halbleitern und Isolatoren ist die Griffe der Bandlicke.

Lage der Fermienergie bei Metallen, Halbleitern und Isolatoren abgebildet.
Bei Metallen sind iiberhalb der Bandkante noch freie Zuzstéinde vorbanden,
wahrend bei Halbleiter und Isolatoren die Bandliicke iiberwunden werden
muf.

2.4 Photonengas, Schwarzkorperstrahlung

In diesem Abschnitt wollen wir ein Photonengas betrachten. Die Photonen
sollen sich in einem Hohlraum mit reflektierenden Oberflichen befinden. Oh-
ne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir auch hier annhemen, dass
der Hohlraum ein Wiirfel mit Kantenldnge L ist.
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In so einem Hohlraum kénnen nur solche elektromagnetische Wellen, also
Photonen, existieren, die eine stehende Welle ausbilden. Damit konnen nur
Photonen im Hohlraum existieren fiir die gilt

ke = 17 (35)
by = m- s (36)
ko= oneg (37)

(38)

wobei [, m und n positive ganze Zahlen sind. Die Dispersionsrelation einer
elektromagnetischen Welle im Vakuum lautet

w? = K (39)
m2c?
=w? = 77 (I +m® +n?) (40)

Um die Zustandsdichte, also die Anzahl der Zustéinde im Frequenzbereich
[w,w + dw|, auszurechnen, nehmen wir an, dass in jedem Volumenelement
dV durchschnittlich ein Zustand (1, m, n) liegt. Die Zustandsdichte g(w)dw
ist dann das ist % Volumen?® einer Kugelschale im (I, m, n) - Raum, wo-
bei die Kugel den Radius % und die Kugelschale die Dicke % hat. Die
Zustandsdichte ist also

(41)

m2c? me

1 2r? L
g(w)dw = §47r (w ) ik

Jetzt mufl noch beriicksichtigt werden, das jede Mode, also jeder Zustand,
zwei unterschiedliche Polarisationsrichtungen hat. Damit ergibt sich fiir die
Zustandsdichte eines Phononengases in einem Hohlraum mit Volumen L3

w23

w23

g(w)dw = dw (42)

Die mittlere Besetzungszahl eines Zustandes mit Frequenz w und Energie
hw wird durch die Bose-Einstein-Verteilung gegeben, da Photonen Bosonen
sind. Das chemische Potential, also die Energie die aufgebracht werden muf,
um ein weiteres Teilchen dem System hinzuzufiigen, ist fiir ein Photonengas
Null. Damit ergibt sich fiir die mittlere Besetzungszahl eines Zustandes mit

Frequenz w
1

(o) = Gy — 1 (43)

3nur positive Werte fiir (1, m, n)
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Die Gesamtenergie wird dann aus dem Produkt der Zustandsdichte, der Ener-
gie eines Zustands und der mittleren Besetzungszahl berechnet

o < W2L3 hw
Eyoul(T) = /0 dog(w) - hw - (ny) = /0 W )

m2c3 e 1

Aus dem Integranten dieser Gleichung lésst sich dann die spektrale Energie-
dichte berechnen, indem man den Integranten durch das Volumen L3 teilt.
Damit ergibt sich das Plancksche Strahlungsgesetz

h w3

ww, T) = 55 Gaom — 1

(45)

In Abbildung 7 ist die spektrale Energiedichte fiir unterschiedliche Tempera-
turen aufgetragen.
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Abbildung 7: Hier ist die spektrale Energiedichte nach dem Planckschem
Strahlungsgesetz bei unterschiedlichen Temperaturen dargestellt
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