1 Koordinatentransformationen

1.1 Koordinatentransformation
1.1.1 Allgemeines

Betrachte alte Koordinaten z;und neue Koordinaten &;. Die Einheitsvektoren
sind e;sowie €.
Diese sind zu unterscheiden vom lokalen n-Bein das unten definiert wird.

X1 1 0 0

T2 = 0 xr1 + 1 To + 0 T3 = €e1T1 + €222 + €3T3
T3 0 0 1

& 1 0 0

S | =10 &+ 1 &+ 0 |&=2¢é+éexé+e3és
& 0 0 1

Vergleiche mit lokalem n-Bein in Polarkoordinaten:

[ cos¢ _ —sing
€ =\ sin 1) € = cos ¢
1.1.2 Definition

Essei U C R" und V C R™. Dann heifst ® : U — V Koordinatentransforma-
tion, falls:

1. ®ist bijektiv
2. Pist O

1.1.3 Standardbeispiel
2D Polarkoordinaten:

T = pcoso
To = psing
1.2 Koordinatenlinie
1.2.1 Definition

Die Kurve t — ®(& + t€;) ist die j-te Koordinatenlinie



1.3 lokales n-Bein
1.3.1 Definition

Essei®:U — V und z = ®(£). Dann ist das lokale n-Bein an der Stelle
x = ®(§) definiert durch:

1.3.2 Bemerkung
1. n-Bein spannt R™ auf, da det D®(&) # 0

2. i.A. ist n-Bein nicht orthogonal

1.3.3 Standardbeispiel
Betrachte 2D Polarkoordinaten

(= _ _( pcoso
o= ()= et = (L0

Berechne lokales n-Bein

[ Opx1 Opx1 \ _ [ cosp —psing
D®(p, ¢) = ( Opxa  Opa ) o < sing pcosg

Mit Normierung erhilt man:
[ cos¢ _( —sing
€ =\ sin 1) € = cos ¢
1.4 Umrechnung von Differentialoperatoren

1.4.1 Allgemein

Die in der Physik géngigen Differentialoperatoren sind in kartesischen Koordi-
naten definiert:

O,
V=
Oz,
Physikalische wiirde ein Operator(9g,, ..., 0, ) wenig Sinn machen.Vielmehr

muss man den kartesischen Differentialoperator in den neuen Koordinaten aus-
driicken.

1.4.2 Anschaulich

o¢ o¢ o¢ o6 o0& o
AATEE R Rt AT R .

V=1 0s | = 2?2351 + g?i% + gfgi@&s = ?TE: ngi gg; O, | =(DV)" Ve
Ors 85061 T 523082 + 5,05 a5 Bas  Das Oes



1.4.3 Mathematischer Beweis

Betrachte die Funktion f : U — R & — f(€) sowie die Koordinatentrans-
formation ® : U — V und z = ®(§) bzw. deren Umkehrtransformatio
U:V — U und € = ¥(z). Damit ldsst sich f schreiben als:

x— f(¥(z))=f oW(x)=g(x)

Bilde davon das Differential:

Dg(x) = D(fo¥(x))
= Df(§) DY(x)
Damit folgt:
(Dg(x))" = (D¥(x)" (D ()"
V., = (D) Vv,

1.4.4 Standardbeispiel

Damit folgt:

D\Il—( cos ¢ 1sz'nq5 )

_ 1. 1
psmgb pcosgb

sin ¢ %cos 10)

ey \ [ O8O —%sin(b 9,
( Oy >_ ( sin ¢ %cosqﬁ ) ( 0y )

1
V =¢e,0, + e¢;8¢

(DW)T — < cos ¢ —%sind) )

Damit lassen sich alle anderen Differentialoperatoren ausrechnen.



1.5 Physikalisch wichtige Koordinatensysteme
1.5.1 Zylinderkoordinaten

T pCos ¢
=1y | =1 psing
z z
cos ¢ —sin ¢ 0
e, = | sing ep = cos ¢ e;=1 0
0 0 1

gradU = (e,0,+ epply+€,0,) U
1 1
divV = ;3,)(pr) + ;6¢V¢ +0.V,

1 1 1
rotV. = e, (p(“)(z,Vz — 82V¢> +ey(0.V, —0,V.) +e. (pap(pV¢) — p8¢Vp>

1 1
AU = ;ap(p(’)pU)—i-?@id)U—i—afo

1.5.2 Kugelkoordinaten

T sin 6 cos ¢
=| y | =r| sindsing
z cos

sin 6 cos ¢ cos b cos ¢ —sin g
er= 1| sinfsing eg = | cosf sing ey = cos ¢
cos —sin 6 0

1
gradU = (e;0r +eg—0g + eyrsinfdy) U
r

!

09(Vg sin 0) +

, 1 2
divV = T—Qar(r V) + mn98¢v¢

1 . 1 1 1
rotV = eprsinG [0 (Vi sin 0) — 0y Vo] + co- Lmo&z}% — Op(r V¢)} + e(z,; [0r(r V) — O V]

rsin6

1 2 1 . 1 2
AU = T2(“),«(r o-U) + - smef“)g(smé’agU) + - sin206¢¢U

2 Integration

in diesem Abschnitt werden Vektoren ausnahmsweise mit Pfeil driiber geschrieben
!



2.1 Satz von Fubini
2.1.1 Satz

Es sei f : My x My — R (Lipschitz) stetig, M7, My beschrankt, |M;| < oo,
| M| < oo sowie f beschrinkt.
Dann sind die Funktionen

fi(z)

/Ml f(z,y)d"y
/M2 f(z,y)d"x

f2(y)

Rieman-Integrabel und es gilt:

h@)d™e = [ fa(y)d'y = / fla,y)dmzdy
My My My x Mo

2.1.2 Anwendung

Wenn ein Integrationsgebiet in einer Dimension x von Konstanten und in der
anderen Dimensionen y von Funktionen g(x)begrenz wird integriere erst iiber y

2.2 Wegintegrale

2.2.1 Wegintegrale von Skalarfeldern

Gegeben ist die stetige Funktion f : R™ — R und der stetig differenzierbare
Weg 7 : [a,b] — R™. Dann ist das Wegintegral gegeben durch:

b -
[ ras= [ sy Ga

2.2.2 Wegintegrale von Vektorfeldern

Gegeben ist die stetige Funktion f : R® — R™ und der stetig differenzierbare
Weg ~ : [a,b] — R"™. Dann ist das Wegintegral gegeben durch:

" b dy
ds = t)) — dt
[ e[ fown G

2.3 Oberflachenintegrale
2.3.1 Oberflichenintegrale von Skalarfeldern

Gegeben ist die stetige Funktion f : R™ — R und die Flidche F' mit Parametrisierung
¢ : B — R™ Dann ist das Oberflachenintegral gegeben durch:

/f@w=/ﬂWM»@X@MWU
F B



2.3.2 Oberflichenintegrale von Vektorfeldern

Gegeben ist die stetige Funktion f : R — R"™ und die Flache F' mit Parametrisierung
¢ : B — R™ Dann ist das Oberflichenintegral gegeben durch:

| F@yia = [ flotw.e)) b, x 3, dude
F B
Dieses Integral stellt den Fluss des Vektorfeldes f durch die Fliche F' dar.

2.3.3 Physikalisch wichtige Koordinaten
Kreisfliche in xy-Ebene:

dod=pé, dpdop
Zylinderoberfliche von Radius R:

dd = Reé, dzd¢o
Kugeloberfliche von Radius R:

dé = R? sin(0) &, d¢ db
2.4 Volumenintegrale
2.4.1 Volumenintegrale von Skalarfeldern

Fiir MC R" , [M| < oo, f: M — Rmit f stetig sowie der bijektiv und stetig
differenzierbaren Koordinatentransformation ® : M — M mit £ — z gilt:

—

@) = / F(®(E))\det DB(E)|dn¢
M M

2.4.2 Volumenintegrale von Vektorfeldern

Ist die Funktion keine skalare Funktion sondern eine Vektorfunktion, so ist jede
Komponente des Integrals ein skalares Integral. FEin beispiel hierfiir ist der

Schwerpunkt:
1
S = 7/ &z z
K| Jk

2.4.3 Physikalisch wichtige Koordinaten

Zylinderkoordinaten:
dBr=rdrdpdz
Kugelkoordinaten:

d*x = r? sin(0) dr d¢dd = r* dr dé dcos(6) cos(0) € [-1,1]



