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Repetitorium Analysis II fiir Physiker

Aufgabe 1
Es ist o(z,y,2) = 2% + y? + 222 — 2 = 0 unsere NB zur Funktion f(z,y,2) =2 —y+ 2
Wir definieren die Lagrange-Funktion:
F=f=2Ap
Berechnen die partiellen Ableitungen dazu und setzen diese gleich 0.
F,=1—-X2x=0
Fy=—-1-X2y=0

F,.=1-XMz=0
Fy=2"+9y*+22-2=0

Die ersten 3 Gleichungen 16sen wir nun nach A auf, und setzen sie in die 4. Gleichung ein.
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Hieraus bekommen wir: A = ++/5/4 und somit (x,y, z) = Da f auf M eine kompakte Menge
bildet, besitzt f nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl ein Maximum und ein Minimum.

\/Lg) bildet das Maximum
, \_/—é) bildet das Minimum

Aufgabe 2
Wir betrachten die Funktion f(x,y) = 2* — 2y + y? zunichst im innern von D.
{2z —-y\ _
V)= ( o ) 0

Somit ist (0,0) der einzige kritische Punkte.
Zur Bestimmung der Art des Extremums berechnen wir die Hesse-Matrix H.

i=(% )



H ist mit dem Hauptminoren-Kriterium positiv definit, somit besitzt f in (0,0) ein (lokales)
Minimum.

Nun zum Rand von D.
Der durch 22 + > — 1 = 0 beschriebene Rand kann auch durch die Polarkoordinaten

x(t) = cost
y(t) = sint

0 <t <27 (r =1) beschrieben werden.

= f(t) = cos’t — costsint + sin’ ¢
=1-1/2sin2¢

Fiir das Extrema muss f'(¢) = 0 gelten.
f'(t) = —cost=0= 2t = (2k + 1)%

daraus erhalten wir die folgenden Lsg.(beachte ¢ < 27)

t1 =
und damit die 4 Extrema
1 1 1 1 1 1 1 1

Die Funktionswerte ergeben:

ft) =1/2
f(t2) = 3/2
f(ts) =1/2
f(ts) = 3/2

die Punkte P; 3 sind daher ein Minimum, P54 sind ein Maximum

Aufgabe 3

Sei ¢ : [0, 7] — R? mit ¢(t) = ( Bant )

0= gomnt )

Fiir die 1-Norm gilt: [|¢/(¢)]|1 = 1 + 3| cost|



Daher folgt fiir die Bogenlénge [ der Kurve:

l:/||<p'(t)||1dt:/1—|—3|cost|dt
0 0

/2
:7T+3-2/cost:7r—|—6-[sint]g/2:7r+6

0

Aufgabe 4

a) Fiir Parameter tg < to in [—7, 7] mit 0 < t; — o < 27 gilt v(tp) = 7(t1) genau dann, wenn
costy = cost; ist und sin 2ty = sin 2¢,. Dies ergibt sint, = sint;, sofern costy # 0 ist. Da t +— et
auf dem Intervall [—m, 7[ injektiv ist, bleibt tg = —m/2, t; = 7/2 als einziges Parameterpaar
der gesuchten Art zu einem Doppelpunkt.

Die Ableitung ~/(t) = (— sint, cos Qt) hat keine Nullstellen, da 7Z, die Nullstellenmenge des
Sinus, keinen Punkt von 7 /44 (7 /2)7Z, der Nullstellenmenge von ¢ — cos 2t, enthélt. Also hat ~y
keine singulidren Punkte. — Die Ableitungswerte 7/(—7/2) = (1,—1) und /(7/2) = (-1, 1)
sind orthogonal. Also schneidet «y sich selbst im Doppelpunkt senkrecht.
b) Die Punkte (z(t),y(t)) = (cost, 1 sin2t) liefern

?(1—2%) —y* = cos’tsin®t — 1sin®2t = 0.

Also sind alle Kurvenpunkte auch Nullstellen von f. Ist umgekehrt (x, %) eine Nullstelle von f,
dann ist y? = 2%(1 — 2?) > 0, also stets 1 —2? > 0. Das ergibt 0 < z? < 1. Daher existiert ein ¢
mit z = cost. Wegen y* = 2?(1 — %) = cos? ¢ sin” ¢ = 1 sin” 2¢ wird entweder y = 1 sin 2¢ oder
Y= —% sin 2t = %sin(—2t) und ohnehin x = cos(—t). Jede Nullstelle von f liegt daher auf dem
Bild von 7.

Aufgabe 5

a) Die Ableitung der Astroide genannten Kurve ~ ist
Y(p) = (—3sinpcos®p) +i(3cospsin®p)
= 3sin<pcosgo(—cos<p+isin<p)
= %SianO(—COSgD—f—iSngO).

Ihre Nullstellenmenge ist die von sin 2y, also %WZ. Das ist die Menge der singuldren Punkte
der Astroiden.

b) Die Bogenlinge von v im Intervall [0, 2] ist bekanntlich das Integral iiber die Norm der
Ableitung, d.h.

2 3 2
¢ = [ I@lde = 5 [ lin2eld
0 0

w/2
= 6.

w/2
= 6/ sin2¢dp = 3(—0052@)
0 0



Aufgabe 6

Wir definieren f, g durch f(x,y, z) := 2Py?2", g(z,y, 2) := x+y—+2z—a. Zudem Sei die Lagrange-
Funktion F gegeben durch:

F:=f+\g
Notwendig fiir ein Extrema ist die Bedingung VF' = 0. Hieraus folgt:

paP~lyl” 4+ X
qrPyd—lzm + X
raPydz" 4+ A
r+yt+z—a

Aus der ersten und der zweiten Gleichung folgern wir py = gx und pz = rx aus der ersten und
der dritten. Eingesetzt in die vierte erhalten wir

z(p+q+r)=a

pa _ qa _ ra
prarr YT prgrr 2T prgir
Die Funktion f verschwindet auf dem Rand der beschréinkten Nebenbedingungsmenge g(zx,y, z) =

0, woraus folgt, dass wir die Maximalstelle von f gefunden haben.

sodass schliesslich x =

Aufgabe 7

Zunéchst ist zu zeigen, dass fiir beliegige aber feste (Zy, 7o) ein z existiert, so dass f(z,y,z) =0

Setze:

((2) = f(@o,ho,2) = 2° + 42 =T + 77 + 87 — 7

da ¢(z) — £oo fiir ((2) — £oo und ((2) stetig — 3 z mit ((z) =0
Fiir die partielle Ableitung gilt stets:

f.=3244>0

Mit dem Satz iiber implizite Funktionen existiert nun eine Umgebung U und eine stetig diffe-
renzierbare Funktion g : U — R | z = g(z,y) mit f(x,y,g(z,y)) = 0.

Um den Gradienten von g zu bekommen, differenzieren wir ausgehend von f(z,y, g(z,y)) =0
jeweils nach x bzw. y.

fo(@,y, 9(2,y)) + fa(2,y,9(2,y)go(x,y) =0
fe(z,y,9(2,y))
f-(z,y, 9(z,y))

— oz, y) = —



Analog wird f, berechnet. Insgesamt ergibt sich schliesslich:

Vo _ 1 —2x + 93
9773204\ 229438

Aufgabe 8

E = {(x,y)esz—i+g—§:1

Die Kurve ~(t) = (acost, bsint), ¢t € R ist natiirlich stetig differenzierbar (elemantare
Funktionen) und aufgrund der Periodizitéits-Eigenschaften des Sinus und Cosinus 27-periodisch.
Fiir die Komponenten der Kurve gilt:

T =acost
y = bsint
eingesetzt in F ergibt das
2 2 2 2
¢yt a 9 b* o,
?—Fb—Q—Ecos t+b—281n t=1

D.h. ~(¢) hat das Bild E.
Nun berechnen wir die Kriimmung fiir die Kurve ~(z) = ( y(xx) ) mithilfe der Formel aus der

Vorlesung

a(t) = Y1)y () — 1 (E)s(t) ()
/ / 3/2
(i ()? +73(1)?)

dazu berechnen wir die einzelnen Komponenten:

n=1 =0

Y=y (x) 7 =y"(x)
einsetzen in (x) liefert die gewiinschte Behauptung

y//(x)
(1+y/(2)2)""

k(t) =

Esseinina=b=r
Wir berechnen die Kriimmung in Polar-Koordinaten — 7(t)) = (acost, bsint)

Es gilt:

vy = —asint v = —acost



vy =bcost vy = —bsint

Setzen wir dies in (x) ein, so erhalten wir:

1) =—-= t.
K(t) ~ = cons

Aufgabe 9
Es gilt: f(7,0,0) = 0 und:

felz,y,2) = —e **sin(x — y)
fe(z,y,2) = e *sin(z — y)
folz,y,2) = —1 — 2e"* cos(z — ¥)

Wegen f,|p # 0 folgt mit dem Satz iiber implizite Funktionen, dass f in einer Umgebung des
Punktes P nach z auflésbar ist.

_fe
Fiir den Gradienten von g gilt: Vg|iro) = ]Jf; lp=0
A
fo 0
n=Vflp=1| f, | = 0 (nach Vorlesung)
fz -3

Fiir die Tangentialebene ergibt sich aus (x — p) - n = 0 schlieBlich:
z=10



