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Skript
AV
Metrik, Kurven, Extrema

und impliziten Funktionen



1 R” als Metrischer Raum

Definition 1.1 (Norm)
Sei V' ein R Vektorraum. Die Funktion ||| : V' — R heifit Norm, wenn folgende Eigenschaften
gelten:

o f[z[[>0 Jzl=0=2=0
o [lazll = |ajz]
o llz =yl <zl + Nyl

(V. |ll|) nennt man einen normierten Raum

Beispiele:

p-Norm:

Der Spezialfall n = 2 ist die bekannte euklidische Norm: ||zl = /2% + 23 + 23

oo-Norm:
|z]|co = max {|z;|} Vie{l,2...,n}
Sei nun f eine stetige Funktion im Intervall I = [a, ], dann heifit

£l = sup {[f(x)]; = € I}

die Supremumsnorm von f.

Bildung einer Norm.:
Jedes Skalarprodukt <, > induziert durch ||z|| := /< x,2 > eine Norm. Die Umkehrung gilt
jedoch nicht, d.h. nicht jede Norm wird durch ein Skalarprodukt induziert.

Definition 1.2 (Metrik)
Sei X eine beliebige Menge. Die Funktion d : (z,y) € X? — R heiit Metrik, falls gilt:

d(xz,y) >0 und d(z,x) =0
o d(z,y) = d(y, )
d(z,y) < d(z,2) + d(z,y)

(X, d) ist dann ein metrischer Raum.

Definitionen 1.3
Sei (X, d) ein metrischer Raum und B(a,¢€) = {z € X;d(z,a) < €} (sog. e-Kugel



Die Menge U C X heiit dann offen, falls Va € U ein € existiert mit B(x,e) C U

e A C X ist abgeschlossen, wenn X \ A offen.

Eine Teilmenge B von R™ heifit beschriankt, wenn es eine Zahl R € R gibt so, dass ||z]| < R
ist fiir alle z € B.

Die Menge K € R"™ heifit kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschréankt ist.

2 Kurven im R"”

Definitionen 2.1 (Kurven)
e Fine stetige Abblidung v : I C R — R" nennt man eine Kurve.

e Sei v(t) eine stetig differenzierbare Kurve [a, b] — R?und ¢, € R, dann heifit:

IIJigiggH der Tangenteneinheitsvektor

_ /
m ( ”YZ?S) > der Normaleneinheitsvektor

die Kriimmung and die Kurve.

e Gilt fiir eine Kurve im R?, 24;(tg) = 0 und 272(to) # 0 so liegt bei ¢, eine vertikale

Tangente vor. Ist %(to) = 0 so handelt es sich um eine horizontale Tangente.

e Punkte mit y(tg) = v(¢1) und to # t; heilen Doppelpunkte und es existieren 2 Tangenti-
alvektoren (siehe Beispiel).

Definition 2.2 (rektifizierbare Kurven)
Die differenzierbare Kurve 7 : [a,b] — R” nennt man rektifizierbar, falls ein d > 0 existiert,
sodass fiir jede Zerlegung P := {x¢, z1, ..., T} von [a,b],

m

L(f.P) =3 |f () — f(ei — D] < d.

i=1

Die Lénge der Kurve f ist dann definiert durch L(f) := sup L(f, P)

Eine deutlich handlichere Formel zur Berechnung der Lange lautet:

L= / |2 | dt

Dabei handelt es sich um die iibliche euklidische Norm ||||2
die Bogenladnge kann jedoch auch in jeder beliebigen Norm berechnet werden. Die Veranschau-
lichung als herkémmliche Lénge entféllt dadurch allerdigns.

Die Bogenlédnge ist im iibrigen invariant unter der Parametrisierung der Kurve.



Beispiel:
i t— 13
Gegeben Sei die Kurve (t) = L
Es ist v(1) = v(—1) = 0 ein Doppelpunkt der Kurve.
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3 Implizite Funktionen

Durch die Gleichung f(z1,xs...x,_1,y) = 0 wird implizit z.B. die Funktion y in Abh#nigkeit
von xi...x,_1 definiert. Der folgende Hauptsatz besagt nun, unter welchen Bedingungen eine
lokale Auflosungsfunktion A(x) mit y = h(xy, z5...¢,_1) existiert.

Satz 3.1 (Hauptsatz tiber implizite Funktionen)

Gegeben sei die partiell differenzierbare Funktion f : R" — R mit f(z,y) = 0. Gilt im Punkt
(20, y0) die Bedingung f,(xo,yo) # 0 sowie f(zo,y0) = 0, dann existiert die lokale Auflésungs-
funktion y = h(z) um den Punkt (zo,yo).

Es ergeben sich die partiellen Ableitungen der Funktion h ausgehend von f(zg, h(zg)) = 0
Zu:

Foi (o, h(z0)) + fy (0, h(20)ha, (20) = 0

) = = h(zo)

Satz 3.2 (Umkehrfunktion)

f:U —R" U C R" stetig differenzierbar. a € U, f(a) = b und Jf(a) sei invertierbar. Dann
existiert a € V' C U offen und f(V) = V', sodass f : V — V' bijektiv. Es existiert also die
eindeutige Umkehrabbildung g : V' — V. g ist stetig differenzierbar.

Beispiel:
Gegeben Sei die Fuktion f : R? — R2, f(z,y) = ( ‘; Zf’rfgy’ ) £ ist {iberall differenzierbar.

e*cosy —e¥siny

- . hat die Determinante e* # 0, und ist somit
e’siny  e¥cosy

Die Jakobi Matrix Jy = (

invertierbar.

Die Umkehrfunktion hat die Ableitumg:J]?1 =Jp1 = ehﬁ ( —CZiSnyy (S::)I;g >

Satz 3.3 (Tangentialebene)
Es sei f: R?® — R, eine implizit definierte Fliche im R® und p = (zo, yo, 20) € R®. Gilt nach



Satz 3.1 Vf(p) # 0, dann ist durch

W = Vf($7y7z)|P

ein Normalenvektor an die durch f beschriebene Fliche gegeben.

Sei nun z = h(z,y) eine explizite Darstellung der Fliche f. Dann koénnen wir die Tangen-
tenvektoren in x- und y-Richtung angeben.

T 1
tl = (Si Yy = 0
“\ h(x,y) 2 h(z,y)
N X
9 = — g
0
Y\ ha,y) wh(z,y)

Fiir die Tangentialfliche im Punkt p gilt:
T(p) = {z € R’|(x —p) -n = 0}.
oder in Parameterform:

T(p) = {l‘ € R3]p+ )\1t1 + )\gtg ;)\1,)\2 € R}

Hinwesis:
Der Normalenvektor n kann auch in folgender Form angegeben werden:

%h(ﬂc,y)
n = 5yh($,y)
—1
Beweis:
(@) 1 wy.2) 7 f
n = @h(l’,y) = gf(l’,y,Z) =" % - fy
—1 —1 —1 fz

wobei unter =* Gleichung (1) verwendet wurde.

4 Extremwerte mit Nebenbedingungen im R"

Um Extremwerte unter Nebenbedinungen zu 16sen, gibt es mehrere Méglichkeiten. 2 davon wol-
len wir hier kurz behandeln. Zunéchst jedoch zeigt der folgende Satz iiberhaupt die Existenz
absoluter Extrema.



Satz 4.1 (Satz von Weierstraf)
Sei I C R" eine kompakte Menge und f : I — R eine stetige Funktion, dann besitzt f auf I
ein Maximum und Minimum.

Satz 4.2 (Lagrange-Verfahren)
Seith:U—-R , UCR"
fi : U — R mit den m Nebenbedingungen:

Man definiert nun die Lagrange-Funktion

T

A fi(z)
F(x,\)=h(x)+ | .. =h(z) + Mfi(z) + ...+ A fm(x)
Am fm(x)
und 16st das Gleichungssystem
VF =0

mit den Variablen z;...z,, und A\;...\,,

Beispiel zum Lagrange-Verfahren:

Gesucht: Extrema von f(z,y,z) = 5z + y — 3z auf dem Schnitt der Ebene
r+y+z2=0

mit der Kugeloberfliche

2 =1

Lésung:

Fiir ein Extrema muss gelten: VF' = 0 also:

E, 5+ A+ 2ux

F, 1+ A4 2uy
0=VF=| F, | = =3+ A+ 2uy

Fy r+y—+=z

F, 4y + i -1



Die Losung dieses Gleichungssystems ergibt schlielich:
+1v2
0
F3V2
-1
F2v2

= > y

Eine weitere Moglichkeit solche Aufgaben zu behandeln ist die Einfithrung neuer Koordinaten.

dazu ein Beispiel:
flx,y) = (x —y)e!~ ") unter der NB: 22 + 92 = 1
Waéhlen wir hier nun Polarkoordinaten

T =1TCosp
y=rsingp

Setzen wir dies in die NB ein, erhalten wir » = 1 und somit:

f(r=1,¢) =cosp —sinp
Dies ist eine Extremwertaufgabe in einer Variablen, die wir mit den Methoden aus Analysis 1
16sen konnen.

5 Variationsrechnung

Satz 5.1 (Eulersche Differentialgleichung)
Es Sei L:R" xR" xR : (z,,t) — L(x,&,t) 2-mal stetig partiell differenzierbar.

t1
Man definiert nun die Wirkung S von L durch: S = [ L(xz(t),2(t),t) dt. Eine notwendige
{0

Bedingung fiir das Extremum von S lautet dann:

d L oL

G5 sor (Euler-Lagrange-Gleichung)

Beweis:
Dazu varieren wir die Wirkung S:

0SS = /dtL(:v + 0z, &+ 0%,t) — /dtL(a:,j:,t) =0

(%) :/dtL+/dt5£5x+/dt5£6¢—/dtL
ox 0%

oL oL d
dolL oL
()0 =—Tr55 T ox

(*): Taylorentwicklung bis zur 1. Ordnung
(**): partielle Integration



