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1 Zahlen

Es gibt, wie aus Schule und Vorlesung bekannt, verschiedene Mengen von Zahlen, von
denen die néchste die jeweiles vorherige enthélt:

NczZcQcRcC

Wir wollen uns im Folgenden hauptsdchlich mit R und C beschéftigen, werden aber auch
kurz N und Q behandeln.

Bemerkung 1 (Weitere Zahlen) Natirlich gibt es noch weitere Mengen von Zahlen,
auf die wir hier jedoch nicht ndher eingehen wollen.

1.1 Natirliche Zahlen
1.1.1 Definition

Intuitiv sind das die Zahlen, mit denen man zdhlt. Es gibt also eine kleinste, aber keine
grofte und jede natiirliche Zahl hat genau einen Nachfolger (archimedisches Prinzip).
Wir kénnen bei der Eins oder bei der Null mit dem Zahlen anfangen, je nachdem, was
uns geeigneter erscheint. Wir werden im Folgenden die Null nicht als natiirliche Zahl
behandeln.

Definition 2 (Peano Axiome) FEine Mdglichkeit, die natirlichen Zahlen zu definieren.
el1cN
e Vn:(neN=3n’ eN)
e Vn:—(n =1)
eVmneN: m'=n=m=n
e N=inf(X:1€X,(Vn:ne X =n'e X))

Das letzte Axiom heifit daber Induktionsaziom, es ermdglicht das Beweisprinzip der voll-
standigen Induktion.

1.1.2 Volistidndige Induktion

Beweisprinzip: Zu jeder natiirlichen Zahl n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Alle
Aussagen A(n),n € N sind richtig, wenn

Induktionsanfang A(1) richtig ist, und wenn



Induktionsvoraussetzung fiir jedes n € N, wofiir die Aussagen A(1),---, A(n) gelten

Induktionsschluss auch A(n + 1) richtig ist.

1.1.3 Beispiele zur vollstindigen Induktion

Satz 3 (Arithmetische Summenformel) 14+2+---+n=>3"  i= "'(T;H)
Beweis: A(n) ist die Giiltigkeit obiger Formel fiir dieses n € N.
IA A1) 1=120H) v
IS(1+24-+n)+(n+1)=3-n-(n+1)+(n+1)
=(3-n+1)-(n+1)=1-(n+2) - (n+1)
Das ist A(n +1). O
Satz 4 (Geometrische Summenformel) 1+ z+ 2%+ - +2" =" 2’ = %
Beweis:
— (4a)(l-z) _ 1-a?
IAl + 2 = ml—m %= l—xx v
IS +a+--+a") + 2" = ‘ﬁ%ﬁ + 2t = l_zn+141r£1$—z)m"+1
1 1 2 w 2
_ l—ant Jiai"; —znt? 171x_"x7L O

1.1.4 Bernoulli-Ungleichung

Satz 5 (Bernoulli-Ungleichung) Fir jede Zahl x > —1 und jedesn € N gilt (1+x)" >
1+n-x

Beweis:
IAn=1 (l1+a)t=1+12 v
IS(I+2)"t=0+2)" - 14+2)>1+n-2) (1+2)
~——
>0
=l+z+n-z2+n-22=1+n+1)-2+n-22>1+(n+1) o O
>0




1.1.5 Fakultidt und Binomialkoeffizient

Definition 6 (Fakultit) Die Fakultit n! fir n € N ist rekursiv definiert durch
(i) 11:=1
(it) (n+ 1) :=n!-(n+1)

Dh n [ k=1-2-3----n

Satz 7 () Die Anzahl aller Anordnungen n verschiedener Elemente ist n!.

Beweis: Die Elemente seien 1,2, ..., n. Fiir n = 1 gibt es nur eine Anordnung {(1)}. Fiir
n = 2 gibt es zwei Anordnungen {(1,2),(2,1)}. Beweis durch vollstindige Induktion.
(TA)n=1 v

(IS) Nach (IV) n! Anordnungen von 1,2,3,...,n,n+1, die die 1 festhalten. Ebensoviele,
wo die 1 an die 2. Stelle riickt, usw. Insgesamt also (n +1) -n! = (n + 1)! O

Definition 8 (Permutation) Eine Permutation eine Menge M ist eine eineindeutige
Zuordnung von M auf sich.

Bemerkung 9 () Die Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Menge ist n!.

Definition 10 (Binomialkoeffizient) Seien n,k € N.

< Z > “n dber k bezeichnet die Anzohl der verschiedenen k-elementigen Teilmengen

einer n-elementigen Menge fiir k < n. Die Zahlen ( Z ) heifien Binomialkoeffizienten.

n ol n— (n—k+2)----- n
Satz 11 () ( k ) = k!~(n'_k)! S




Beweis: Sei M = {ai,...,a,} eine n-elementige Menge. Es gibt n! verschiedene An-
ordnungen der Elemente (7). Die ersten k Elemente einer Anordnung ergeben eine k-
elementige Teilmenge. Jede k-elementige Teilmenge kommt dabei k! - (n — k)! oft vor,
wegen k! bzw. (n — k)! moglichen Permutationen der ersten k bzw. der letzten n — k
Elemente einer Anordnung. (]

Satz 12 (Binomische Formel)
Seien a,b Zahlen und n € NU{0}. Dann gilt

(@a+0)" =3k 0 < Z ) ak . prF

Beweis: Mittels vollstiandiger Induktion oder (a +b)" = (a+b)-(a+b)---(a+b). n

Faktoren, alle moglichen Produkte a* kommt ( Z

dabei bk, O

)—oft vor (10). Gleichzeitig entsteht

1.2 Ganze und Rationale Zahlen

Die Erweiterung von N auf die ganzen Zahlen Z erfolgt, indem man die Null und alle
negativen Zahlen dazunimmt. Damit erreicht man, dass man immer subtrahieren kann,
Z ist also beziiglich der Subtraktion eine Gruppe. Die Erweiterung auf die rationalen
Zahlen Q erfolgt, indem man alle Briiche 7vm € Z,n € N dazunimmt. Auf diese Weise
entstehen auch multiplikative Inverse (x - % = 1Vz € Q), so dass Q zu einem Korper wird
(siehe unten).

1.3 Reelle Zahlen

Es gibt einige Moglichkeiten, die reellen Zahlen aus QQ zu konstruieren. Wir werden keine
verwenden, sondern uns nur mit den Eigenschaften der reellen Zahlen befassen. Sie sind
charakterisiert durch ihre Korperstruktur, die Anordnung und die Vollstdndigkeit.

Bemerkung 13 (Eigenschaften von R) Genau genommen, ist das bereits alles, was
man Uber reelle Zahlen sagen kann. Sie sind ein vollstdndiger, archimedisch geordneter
Korper und damit bereits (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmit.

1.3.1 Die Korperstruktur

Koérperstruktur bedeutet, in R gelten die Folgenden Gesetze.




Definition 14 (Ko6rperaxiome)

e (K1) Addition und Multiplikation sind kommutativ:
a+b=b+a, a-b=b-a

o (K2) Addition und Multiplikation sind assoziativ:
(a+b)+c=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c)

o (K3) Gleichungen der Form
a+x=b, a-x=0fira#0
sind losbar, d.h. 3x € R, das die Gleichung erfiillt

o (K4) Es gilt das Distributivgesetz:
a-(b+c)=a-b+a-c

Bemerkung 15 (Rationale Zahlen) Wie leicht zu sehen ist, gelten die obigen Gesetze
auch fir die rationalen Zahlen, die also auch ein Korper sind.

1.3.2 Die Anordnung

Salopp gesagt bedeutet Anordnung nichts anderes, als dass man zwei Zahlen vergleichen
und anschliekend sagen kann, “diese ist grofer als jene”. Formal ausgeschrieben bedeutet
das:

Definition 16 (Anordnungsaxiome)

o (A1) Va € R gilt genau eine der Relationen:
a>0; a=0; —a>0;

o (A2)¥a>0,b>0gilt:a+b>0, a-b>0

e (A3)Ya e R3In e N: n—a >0 (archimedisches Aziom)

Weiterhin setzt man:
e Ist —a positiv, dann heilst a negativ
e a,beR: a>b“a grofer als b’, wenn a — b > 0

e b < a“bkleiner als a”, wenn a > b




e a < b “a kleiner gleich 0", wenn a < b oder a = b
e a > 0 “a nicht negativ”
Alle Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen folgen aus (A1) - (A3) in 16.
e Va,b e R gilt genau eines: a >b a=b a<b
e a>b, b>c= a>c (Transitivitit)

° Seia>b>O.Danngilt:%<%

a+c>b+cVeeR, Va>b
ea>b c¢c>0=ac>bc

ea>b ¢c<0=ac<bc

Seia>b, c>d=a+c>b+d; ac>bdvb,d >0
Va#0 a®>>0

Satz 17 (Potenzen)
Sei g € R. Dann gilt

(i) g>1=VkeRIneN:¢" >k

(i1) 0<g¢g<1=Ve>0dneN:¢"<e

Beweis: (i) g=14+zmitz=¢q—1>0 = ¢">1+mavmeN
Bernoulli
(A3)in16 =3neNmitn>% na>k=¢" >k fiir jedes k.
n
(ii) Wende (i) auf ¢’ := % mit k := 1 an. Danach existiert n € N mit (%) =

1
s —e>q"

a fir a>0

Definition 18 (Absolutbetrag) Seia € R = |a| := { —a fir a<0

Satz 19 (Va,b € R gilt)

e (i) a<lal




e (it) |ab] = |a] - [b]
e (iii) |a+b| < |a| + |b| Dreiecksungleichung
e () [la| —[b]] < a—0]

Beweis: (i) und (ii) sind klar.
Zu (iii): a + b < |a| + |b] wegen (i)
—(a+0b) = (=a)+ (=) <[ —al+ |- b[ = a + [b]
Damit £(a +b) < |a| + |b| = |a +b| < |a| + |b]
(iv) la| = |la—b+0b| <|a—b|+|b| = |a| — |b| <|a—bVa,be R
(iii)
Vertausche a mit b = |b| — |a| < |b—a] = |a — b
b= al = —(|a| — b))
Damit +(|a| — [b]) < |a —b| = [|a| — |b]| < |a — b| O

1.3.3 Vollstdndigkeit von R

Linge [ der Diagonale des Einheitsquadrates ist keine rationale Zahl. Denn 1% = 12 +12 =
2. Angenommen [ € QQ, dann [ = g mit p,q € N als gekiirzter Bruch, d.h. p,q sind
teilerfremd.

= 2¢% = p® = 2 teilt p, d.h. p = 2p; mit p; €N

2¢% = 4p? = ¢ = 2p? = 2 teilt q.

Also: 2 teilt p und ¢ — Widerspruch.

Also I ¢ Q, Q ist also nicht vollstdndig. In R ist die “Unvollstédndigkeit” beseitigt.

Bemerkung 20 (Hippasus aus Metapontum) Um 500 v. Chr. entdeckte Hippasus
aus Metapontum, ein Schiiler von Pythagoras und Mitglied des Geheimbundes der Py-
thagorder, dass das Verhdltnis von Kantenlinge zu Diagonale am Pentagramm nicht mit
ganzen Zahlen darzustellen ist. Er hat somit die erste irrationale Zahl (noch vor Pi) ent-
deckt. Die Pythagorder, die ein auf rationale Zahlen gegrindetes Weltbild hatten, sollen
thn darauf bei einer Seefahrt iber Bord geworfen haben. Hippasos verdffentlichte jedoch
zuvor seine Entdeckung. (Wikipedia)

Die Vollstdndigkeit von R driickt sich durch drei dquivalente Eigenschaften aus:
(TI) Jede Intervallschachtelung hat einen nicht leeren Schnitt
(S) Jede nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat ein Supremum

(C) Jede Chauchy-Folge in R konvergiert




1.3.4 Intervallschachtelung

Bezeichnung: Va,b € R, a < b heift [a;b] := {x € R : a < z < b} “abgeschlossenes
Intervall von a nach b’

la;b[:= {zr € R:a < x < b} “offenes Intervall von a nach b”

[a;b]:= {x € R;a < z < b} “nach rechts halboffenes Intervall...” (Analog fiir links halb-
offen)

Jede dieser Mengen heifit Intervall. Sei I ein solches Intervall. Dann sind a, b die Rand-
punkte von I, und |I| := b — a die Ldnge von I.

Definition 21 (Intervallschachtelung) FEine Intervallschachtelung ist eine Folge
L, I, Is, ... kurz (I,)nen von abgeschlossenen Intervallen I, mit 2 Figenschaften.

(I1)I,41 C I,¥n €N

(I2)Ve > 03n € N mit |I,| < e

Auf Deutsch: Alle Intervalle liegen ineinander und ihre Lingen werden beliebig klein.
R ist vollsténdig weil das Intervallschachtelungsprinzip gilt, d.h. wenn (1,,),ecn eine In-
tervallschachtelung ist, dann ist

ﬂ[n::{xER:xGInVnEN}#@
neN

Satz 22 (Eindeutigkeit) (), .y n ist einpunktig, d.h. es liegt nur eine reelle Zahl in
allen Intervallen, d.h.3s € R mit {s} = (), cx In-

Beweis: Seien a,b € (), oy In = a,b € I,Vn € N= |I,,| > |a — bJVn € N
Angenommen a # b, dann ist |a-b|>0.
g:=1-]a—b| >0 Nach (I2) in 21 3n € N mit |I,| < ¢ Widerspruch O

Definition 23 (Dezimalbruch) Fin Dezimalbruch ist eine Folge von Zahlen aus
{0;...;9} und ein Vorzeichen n € {+;—}, wie folgt indiziert

ndmdm—l 600 dldo, d_ld_gd_3 000

wobet m € Ny und d,, > 0 falls m > 0. Er stellt eine reelle Zahl mittels folgender
Intervallschachtelung dar. Fiir n = + sei I, := [an; by] mit ay, := > 1o d; - 10° +>0dj
1077 und b, = a, + 107"




Zu zeigen: (I,,) ist eine Intervallschachtelung. |I,| = 10~ = (I2) nach 17 (ii) erfiillt.
an < apnt1 bpp1 <by bpp1 =apg1 + 10-n1
= ap + d_(y41) 107D 4 107D < g, + 107" = by, =(T1).

——

<9
Fiir n = — entsprechend. O

Satz 24 (Wurzeln)
Vr e R.Vk e Ny e Ry mity* ==z
Bezeichnung: y = ¥z

Beweis: Eindeutigkeit klar, weil 0 < y; < y2 = y§ < 9}

Ezistenz: Es geniigt * < 1 zu betrachten. Den Fall 2 > 1 erhilt man durch Ubergang
7 = % Definiere Dezimalbruch rekursiv. Seien dg := 0 und d_1,...,d_, bereits so
definiert, dass

(i) (0,d_1...d_p)F <z
(ii) (0,d_1...d_p, +107")F >z

Dann sei d_(,,11) € {0;...;9} maximal so, dass (0;d_1... d_(nH))k < z. Damit gilt be-
reits (i). Ist d_(,41) < 9, dann gilt auch (ii). Sei nun d_(, 1) = 9. Angenommen, (ii) gilt
nicht, d.h.

x> (0,d_y...d_p,9+ 10"k = (0,d_; ...d_, + 107")* < 2 Widerspruch

Sei y € R dargestellt durch obigen Dezimalbruch, nach 23: ([ay; b,]) zugehorige Intervall-
schachtelung. Dann z € [a¥; b¥] wegen (i),(ii). Da y € [an;by] gilt auch y* € [a¥;bF]. Es
folgt = = ¥, weil ([a¥; bF])nen Intervallschachtelung ist. (I1) in 21 klar. Zu (I2) beachte

, N (%)
v —ak = (b—a)- (Zf:_ol a’- bk*H) vergleiche geometrische Summenformel (4). Daher

bk —al < (b — an) - k, weil a,, < b, < 1.

by—an=10"Zue>0In eNI0T" < £ = bF —ak <& 0
—a).(pk_gk _ _ _(a\k
(F)bk — gk = (1 b}_(b% a*) _ b’f_ak_ablk_l%-‘rakJrlb L bk — apk1). ] 1(_17%) — (b—a)ph 1.
4

S () = b a)- (S 1)

1.3.5 Supremumseigenschaft

Definition 25 (untere Schranke) Sei M C R. s € R heifit untere Schranke von M,
wenn x > sVx € M gilt. (Obere Schranke analog)

10




Definition 26 (Infimum) Sei M C R. s € R heifit Infimum von M, wenn gilt:
(i) s ist untere Schranke von M.
(i1) Jedes s’ > s ist keine untere Schranke von M.

Bezeichnung: inf M = s (Supremum analog)

Definition 27 (Beschrinktheit)

FEine Menge M C R heifst nach unten (oben) beschrankt, genau dann wenn eine untere
(obere) Schranke existiert. Eine Menge heifit beschrinkt, genau dann wenn sie nach unten
beschriankt und nach oben beschrinkt ist.

Satz 28 (Supremumseigenschaft von R)
Jede nach oben beschrinkte nicht leere Menge M C R besitzt ein Supremum.

Beweis!: Wir betrachten den Fall einer nach oben beschriinkten Menge. Das erforderli-
che Supremum konstruieren wir durch eine Intervallschachtelung ([ay,; b,]) mit folgenden
Eigenschaften:

1. Alle b, sind obere Schranken fiir M.
2. Alle a, sind keine oberen Schranken fiir M.

Die Intervallschachtelung konstruieren wir rekursiv. Wir beginnen mit irgendeiner oberen
Schranke by und irgendeinem ai, das keine obere Schranke ist (z.B: a1 := o — 1 wobei
a € M). Es sei [an; by] konstruiert. Durch Halbierung erzeugen wir das néchste Intervall:
Ist m der Mittelpunkt von [a,;by], so setzen wir
[amst: bsa] = [an;m], falls m obere Schranke fiir M ist,

b Bl [m; by], falls m keine obere Schranke ist.
Sei s die allen [ay; b,] angehorende Zahl. s ist eine obere Schranke fiir M. Sonst gébe es
ein Element x € M mit > s und dazu ein Intervall [a,; b,] mit b, — a,, < z —s. Wegen
s € [ap; by] folgte b, — s < x — s, also b, < x im Widerspruch zur Eigenschaft 1. Ferner
ist s die kleinste obere Schranke. Wire auch s’ < s eine obere Schranke, so gibe es ein
Intervall [a,; b, mit einer Linge < s — s’. Wegen s € [ay,; by] folgte s — a,, < s — ¢, also
a, > s'. Damit wire dieses a,, eine obere Schranke im Widerspruch zu 2. Also ist s ein
Supremum fiir M. 0

'Aus [1]

11




Bemerkung 29 (Intervallschachtelung) Mit diesem Beweis folgt die Supremumsei-
genschaft aus dem Intervallschachtelungsprinzip. Die umgekehrte Richtung kann auch
gezeigt werden. Ist namlich ([an;by]) eine Intervallschachtelung, so ist die Menge A :=
{a1, a2, ...} nach oben beschrankt. Obere Schranken sind alle b, und fiir die kleinste obere
Schranke s gilt a, < s < b, € N. Also ist s = sup A eine Zahl, die allen [ay;by,] angehort.
O

Satz 30 (Dichtheit) Q liegt dicht in R, d.h. fir jedes offene Intervall I C R gilt INQ #
0.

Beweis: Archimedes: dg € N mit ﬁ <qg= % <b-—-a
SeipGZminimalmitp>q~a:>a<§:%+%<a+(b—a):b

= L €lajb] O
Die Eigenschaft (C) (Konvergenz von Cauchyfolgen in R) behandeln wir spiter, wenn
wir wissen, was Folgen sind.

1.3.6 Abzahlbarkeit

Definition 31 (Abbildungen) Seien A, B Mengen und f: A — B eine Abbildung,
d.h. jedem a € A ist f(a) € B zugeordnet.

o f heifft konstant, wenn ein by € B existiert mit f(a) = bpVa € A
o [ heifit injektiv, wenn Va,a' € A gilt: ’f(a) = f(d') = a=d'“
o f heifft surjektiv, wenn Vb € Bda € A: b= f(a)

o f heifit bijektiv, genau dann wenn f injektiv und surjektiv ist. Mit anderen Worten,
jedem Element von B entspricht genau ein Element von A.

Definition 32 (Méichtigkeiten)
Seten A, B Mengen.

e A, B heiflen gleichmdichtig, genau dann wenn 3f : A — B bijektiv.

e B hat groflere Mdchtigkeit als A, wenn A gleichmdchtig zu einer Teilmenge von B,
aber nicht umgekehrt.

o A heift abzdhlbar unendlich, wenn A und N gleichmdchtig sind.

12




o A heifit (hochstens) abzahlbar, wenn A entweder endlich oder abzahlbar unendlich
15t.

Definition 33 (Folge)
FEine Abbildung von N in eine Menge A wird oftmals mit n — ay,, oder (ap)nen = (an)n =
(an) bezeichnet. (ay) heiffit auch Folge in A.

Satz 34 ()
Jede Menge A C N ist abzdhlbar.

Beweis: Sei A nicht endlich. Rekursive Definition einer Bijektion. N — A, n— a,
ay := min A; sind ay,...,a, € A definiert: a,41 := min A\{ay,...,a,}
—_———

#0
Injektivitét ist klar. Surjektiv, weil {b € A: b < a} endlich fiir jedes a € A.

Definition 35 (Kartesisches Produkt) Seien A, B Mengen. Das kartesische Produkt
A x B ist die Menge aller Paare (a,b) mita € A, b € B.

Satz 36 (Abzidhlbarkeit des kartesischen Produkts) Seien A, B abzihlbare Men-
gen. Dann ist auch A X B abzdihlbar.

Beweis: Ein Beweis wird hier nicht gegeben, da ich keinen gefunden habe, der mir schén
genug erschien. Wer mochte, kann einen z.B. in [1| nachlesen.

Bemerkung 37 (Abzidhlbare Mengen) Damit sind besonders Z, Q und die Vereini-
gung von abzdhlbar vielen abzdhlbaren Mengen abzdhlbar.

Satz 38 (Uberabziihlbarkeit von R)
R ist nicht abzdhlbar (iberabzihlbar).

13




Beweis: Angenommen, N — R, n — x,, bijektiv. Wir definieren rekursiv eine
Intervallschachtelung (1) mit

VneN: z,¢I,

I = [x1 + ;21 + 2]. Seien nun I, definiert. I,,11 C I,, wird so definiert, dass I,, in drei
gleich grofse Teile zerlegt wird und das (es existieren ein oder zwei) Teilintervall genommen
wird, in dem x,1 nicht enthalten ist. Nach dem Intervallschachtelungsprinzip existiert
nun {s} = (), I mit s € R. Sei nun k € N mit x;, = s. Per Konstruktion liegt z;, nicht
in I, und kann damit nicht s sein. Das ist ein Widerspruch. (]

Bemerkung 39 (Korollar) R\Q Die Menge der irrationalen Zahlen ist iberabzihlbar,
denn sonst wire R = Q U (R\Q) abzihlbar.

1.4 Komplexe Zahlen

Definition 40 (Komplexe Zahlen)
C=RxR=R?={(x;9)z € R,y € R} mit zwei Verkniipfungen (C ist also mehr als
nur R?): Fiir z = (z;y) und w = (u;v) aus C seien

o zt+w=(x;y) + (w;v) == (z+w;y +v)

e z-w=(z;y) (wv) :=(r-u—y -v;x-v+y-u)

Satz 41 (Korpereigenschaften)
(C,+,-) ist ein Kirper, d.h. (K1)-(K4) aus Definition 14 gelten.

Beweis: Verifiziere z.B. z + (0;0) = 2Vz € C

z-(1;0) ==z

0:=(0;0) 1:=(1;0) neutrale Elemente in C.

—z=(—x;—y) und fiir 2 #£0: 1= (ﬁ, —ﬁ)

(0;1), (0;—1) sind Losungen von 22 = —1. O

Definition 42 (Schreibweise und Bezeichnungen)
e z=(my) =ax+i-y
o i ist die imagindre Einheit 04+ 1.4

o 1 := Rz ist der Realteil von z
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o y := Sz ist der Imagindrteil von z

e I=1+4¢-0=1 0=0+:¢-0=0

Addition: z =z +iy,w =u+iv, zHw=z+iy+ut+iv=(rx+u)+i-(y+v)
Multiplikation: z-w = (z+iy)-(u+iv) = rutiyutziv+iyiv = zut+i(yutav)+ilyv =
(zu — yv) +i(yu + zv)

Betrag: || := /22 + 32 = /R2(2) + 32(2)

Komplex konjugierte Zahl von z: Z :=z — iy = Rz — iz

1.4.1 Rechenregeln zur Konjugation
e Rz=3(2+3%)

o 2 =5:(2—2
21( )

°
™

[ ]
N
—
D
D
=
I
Il
ISy,

1.4.2 Rechnen mit dem Betrag
|z2| >0 2#0

[ ] [ ]
o

[
x

[R(2)| < 2], [S(2)] < |z

IR(2)| = |z| & =z reell

|2 - w| = [2] - |w]

|z + w| < |z| + |w| Dreiecksungleichung

2 Folgen

Definition 43 (Konvergenz) FEine Folge (apn)nen = (an) heifit konvergent, wenn a € C
existiert, derart, dass Ve > 03N € N : |a, —a| < e¥n > N. a heifft Grenzwert oder Limes
von (ap).

Bezeichung: a = lim,,_. a,, oder a, = a.
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Die Folge konvergiert gegen a.
Ist a =0, dann heifst (ay) Nullfolge.
Ist eine Folge nicht konvergent, dann heifit sie divergent.

Satz 44 (Eindeutigkeit) Der Grenzwert ist eindeutig.

Beweis: Sei a, — a, a, — o' und a # d’
=c:=3la—ad|>0INeN: |a,—a|<eVn>N
IN"eN: Ja, —d| <eVn> N’
Wihle n > max{N, N'}. Dann gilt |a,, — a| < &€ und |a, — d’| < e.
la —d| = |la — ap + ap — d| < la — ap| + |an, —d| < e+e = |a—d
<~

Dreiecksungleichung

Widerspruch. O

Definition 45 (e-Umgebung)

U:(a) :={z € C;|z — a| < e} offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt a und Radius ¢.

an =3 a <= Ve > 03N € N mit a,, € U-(a)Vn > N.

U € C ist eine Umgebung von a, wenn U eine e-Umgebung von a umfasst, d.h. e >

0: Usa)CU.

Satz 46 (Grenzwerte einiger Folgen)
10<seQ: % "0
2acRt: Ya™=31
3 yn"=31
42€C,|z|<1:2" =30

nk n—oo

52€C,|z|>1L,keN: 25 — 0

Beweis: X

1. Sei € > 0 vorgegeben. Wiahle N € NN > ¢ 5. Dann Vn > N :
€

2. Zunichst a > 1. a,, 1= %—1:5>a:(1+an)"Zl—l—n~an2n'an

= ap < . Sei € > 0 vorgegeben. Wihle N € N, N > 2. Dann gilt Vn > N : [{/a — 1| =
an < 5 < 3 <e.

1 1 1
a0 = <

IN
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Jetzt a < 1. {a =

1 n/1 n—oo
’(ﬁ’ \/; — 1
= {/a "= 1 (siehe Rechenregel 47(3))
3.a,:={/n—1>0weil Y/1=12>1.

SeinZZ:n:(1+an)”21+<?>an+<g>a%21—|—<Z)a%:>n—12

(721)@,21:;-71-(71—1)'@%

:>22n~a%:>an§ \2/%, n > 2
Sei nun € > 0 vorgegeben. Wihle N € NN > E% Dann Vn > N: |¢/n—1| = a,
2 2
f/; <yws€
4. Sei € > 0 vorgegeben. 17(ii)= IN € N mit |z|Y < &= Vn > N:
|27 =0 = |27 = |2 = [V - 2" < 2N <e
——

<1

IN

5. Zfi— ‘ |Z‘,L (Z) mit ¢ := ]2\%>1weil |z| > 1
a=q—1>0=q¢"=1+a)" \2,_/ in-(n—1)a?

Binomische Formel

k k
= (£> < (ﬁ) . Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wéhle N 3 N > 1+ 5—28*%. Dann

k
o ()" (o) < (o) = (525 - D

[

Satz 47 (Rechenregeln fiir Folgen) Seien a,, — a und b, — b. Dann gelten folgende
Regeln.

la,+b,—a+b

2ap-b, —a-b

3 Sei b # 0; dann by, # 0 bis auf endlich viele n, und ‘;—: = 2
4 |ayn| — |al|, @, — a, Ra, — Ra, Sa,, — Sa

5 Seien ayn,b, € R, a, < b, bis auf endlich viele n; dann a <b

Beweis:

1. Sei € > 0 vorgegeben. AN € N : |a,, —a| < §Vn > N

M € N mit |b, —b| < §Vn > M

= Vn >max{N,M}: |(ap+0b,)— (a+0b)|] =|(an—a)+ (b, =) < la, —

Dreiecksungleichung

al + [bn — b < §+5 =
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=ap+b, —a+b

2. apby, — ab = apb, — ab, + ab, —ab = (ap, —a) - by, +a- (b, —b) = (a, —
b)—i—a-(bn—b):(an—a)~(bn—b)+(an—a)-8\b]+]a\-(bn—b).

Sei € > 0 vorgegeben. AN € N mit |a, —a| < %an> N

dM € N mit |b, — b| < min{1l Wn > M

Dann gilt Vn > max{N, M} :

lanby —abl < 5-14+5+5=¢

3. Zu e := 1|b| > 03N € N mit

|by, — b] < eVn > Nund |b] — |by] < ||b] — [bn]| < |b— by < %|b| = |bp| > %|b|
Insbesondere b, # OVn > N

€
3
? 1+al

1 l _ [b=ba|

bn = o < lb—balvn > N

— %(b bn) Sei nun € > 0 vorgegeben: AM € N: |b—b,| < 5 b2 > M
2 |p?

= bi %‘ < ’bP 75Vn>max{]\7 M}

=€

Wende 2 auf Folgen (a,,), (é) an

= an n_o)o a
bn b
4.
o [lan| —lal| < lan — al

Sei € > 0 vorgegeben. AN € N mit |a,, — a| < eVn > N
= |lan| — |a|| < eVn > N

e |an —al = [an —a| = |an — al
Sei € > 0 vorgegeben. AN € N mit |a, —a| < &
=|a, —a| <evn >N

o |R(an) —R(a)| = |R(an — a)| < |an — a| jetzt wie oben. Entsprechend fiir 3(ay).

5. Seien a,,b, € R, a, — a,b, — bund a, < b, bis auf endlich viele n.

Angenommen, a > b. Zue := 3(a—b) > 0Vn >N a—a, < |a—ay|, +by—b< |b,—b|

=a—a,<i(a—b) b,—b<i(a—0b)
= a, > %a + %b > b,Vn > N Widerspruch

O

Bemerkung 48 (Zu den Rechenregeln) Nach 5 bleibt "<“ beim Grenzibergang er-
halten. Nicht so fiir 7<% z.B. a, := 0,b, := % n € N= a, < b, aber lima,, = limb,

Bemerkung 49 (Komplexe Folgen) (a,) € C konvergiert < (Say,,) und
vergent. Denn "= nach 4 und "< nach 1.

(Ray,) kon-
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Satz 50 (Einschlielungsregel) Es sei A, < ¢, < B,Vn (bis auf endlich viele) und
es existiere und sei limy, oo Ay, = limy, 00 By, = (¢n) konvergiert mit lim, o ¢, =
lim,,— o0 A, -

Beweis: Wie 47(5).

Definition 51 (Asymptotisch Gleich) (a,) und (b,) heiffen asymptotisch gleich,
wenn b, # 0 bis auf endlich viele Indizes und Z—: "% 1. Man schreibt a, ~ b, fir

n — Q.

Definition 52 (Beschrinktheit)
o A C C heifit beschrinkt, wenn c € Rt existiert mit |a| < c¢Va € A.
e (a,) beschrinkt :< {ay, : n € N} beschrinkt, d.h. 3¢ € RT : |a,| < ¢Vn €N

e (a,) C R nach oben (unten) beschrinkt < {a, : n € N} nach oben (unten)
beschrankt, d.h.3ce R: ap,<c (a,>¢) VneN

Satz 53 (Lemma)
(i) (an) konvergent = (ay) beschrankt

(i2) (an) Nullfolge, (by) beschrankt = (anby,) Nullfolge

Beweis:
(i) Sei a, =3 a3N € N mit |a, —a| < 1¥n > N
VneN: |a,| < c:=max{|ai],|az|,...|an|,1+ |a|} weil |a, —a| <1 = |a,| <1+ |a]

(ii) 3¢ € RT mit |by| < ¢¥n € N. Sei e > 0 vorgegeben=- 3N € Nmit |a,—0| < £¥n > N
= |anby, — 0| = |an| - |bn| < E-c=eVn >N
D.h. (apby,) Nullfolge. O

Definition 54 (Monotonie) (a,) C R heifit monoton wachsend (fallend), genau dann
wenn ap < apt1 (an > ant1) ¥n € N.
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Satz 55 () (an) C R beschrinkt und monoton = (a,) konvergent mit
lim,,—,o a,, = sup{a, : n € N} falls a,, wachsend
limy, o an, = inf{a,, : n € N} falls a,, fallend.

Beweis: Sei (a,) wachsend, s := sup{a, : n € N}. Sei ¢ > 0 vorgegeben. IN € N mit
s —e < ay (siehe Definition des Supremums).
=>Vn>N: s—e<ay < a,<s

<~

Monotonie
Also |an, — s| < g, d.h. a, — s.
(ap) fallend = (—ay) wachsend = —a, wicgezciet sup{—an} = —inf{a,} O

Definition 56 (Teilfolge) Sei X eine Menge, (an)nen eine Folge in X, kurz (an) C X.
Sei (ng)ken C N streng monoton wachsend. Dann heifst (an, )ren eine Teilfolge von (ay).
Man schreibt kurz (ap, ) C (an).

Bemerkung 57 (Zu Teilfolgen)
o Jede Folge ist Teilfolge von sich selbst: Setze ny = k.

e (ng)r C N streng monoton wachsend = k < niVk. Beweis mit Induktion iber k.
k=1 1<mnq klar
k—k+1: k<ny=>k+1<ng+1<ng O

e Teilfolge (ankl)leN von Teilfolge (an, )ren ist Teilfolge von (an)nen

Satz 58 (Konvergenz von Teilfolgen) Sei (a,) konvergent, (an,) C (an) = (ap,)
konvergiert und limy_, o0 ), = limy, o0 ap.

Beweis: a := lima,. Sei ¢ > 0 vorgegeben. 3N € N mit |a,, — a| < eVn > N,ny > N
nach Bemerkung 57 = nj > NVk > N = |a,, —a| <eVk > N O

Satz 59 () (an)n C R = 3 monotone Teilfolge (an, )ren von (an)nen
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Beweis: M := {n € N: a; < a,Vk > n} = Menge all derjenigen Indizes, ab wo die Folge
keine grofseren Werte mehr annimmt.

1. Fall M endlich. Sei m := max M bzw. m := 0 falls M = (). Induktive Definition von
(1)

ny :=m+ 1. Seien n; < ng < --- < ng fiir k > 1 bereits definiert. I € N,I > n; mit
an, < a; weil ny, ¢ M. Setze ny4q := [. Offensichtlich (a,); streng monoton wachsend.
2. Fall M unendlich. Induktive Definition von (nj). Wahle n; := min M € M. Seien
ny < --- < ng in M definiert. 3l € M mit [ > ng, weil M unendlich. Setze ngq = L.
Nach Definition von M folgt ay, > an,.,, also (a,,) monoton fallend. O

Satz 60 (Bolzano-Weierstrafl) Sei (a,) C R eine beschrankte Folge. Dann ezistiert
eine konvergente (monotone) Teilfolge (an, ) von (ay).

Beweis: 3(a,,) monoton nach 59. (a,,) beschrinkt, weil (a,) beschrénkt (klar). 2
U

konvergent.

Satz 61 (Korollar) (ay,) C C beschrinkt = 3 konvergente Teilfolge (an,) C (an).

Beweis: (ay,) := (Ray), (Br) := (Say) beschrankte Folgen, weil (a,) beschréinkt.

= I(an,) C (an) konvergent nach 60. (5, ) ist beschrinkt, da (3,) beschrinkt =
(B, )t C (Bn,) konvergente Teilfolge von (By,).

Setze: ¢ := amy, + 10+ fny, = any,

(¢1) Teilfolge von (ay,) 2 (c1) konvergente Teilfolge von (ay,). O

Definition 62 (Hiufungspunkt) (a,) C C,h € C. h heifit Haufungspunkt von (a,),
wenn jede e-Umgebung von h, d.h. U.(h) := {z € C : |z — h| < &} unendlich viele
Folgenglieder a,, enthalt, d.h. wenn gilt: Fir jedes ¢ > 0 ist {n € N : |a, — h| < &}
unendlich.

Satz 63 () Seien (a,) C C,h € C. Dann sind dquivalent:
(i) h ist Haufungspunkt von (ay).

(it) I(an,) C (ay) konvergent mit limy_.o ap, = h

Beweis: (i) = (ii). Induktive Definition von (an, ).
k=1: Iny € N mit ap, € Ul(h>
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Seien ny,...,n bereits definiert (n1 < no < ... < ny).
dl € Nmit I > nj und a; € Urll (h), weil es unendlich viele n € N gibt mit a,, € U 1_(h).
+

.
Setze ngy1 == 1.

Zu zeigen: ap, " R Seie > 0 vorgegeben. Wéhle K € N, K > % vk > K gilt:
% < % < e und

an,, € U%(h) C Ug(h),d.h. |an, —h| < e.

(ii)=(i). Sei € > 0 vorgegeben. = 3K € N mit |a,, — h| < eVk > K, d.h. a,, €
U:(h)Vk > K; das sind unendlich viele Indizes. O

Satz 64 (Korollar) (a,) C C beschrinkt. 2 (an) besitzt einen Haufungspunkt.

Definition 65 (Limes inferior und Limes superior) Sei (a,,) C R beschrinkt.
hy = lim, oo inf{an, ant1, ...} heift Limes inferior und
h* = lim, o0 sup{ay, @p+1, ...} heift Limes superior von (ay,).

Satz 66 () hs, h* sind wohldefiniert und h, der kleinste, h* der grofite Haufungspunkt
einer beschrankten Folge (ay) C R.

Beweis: ¢ := inf{ag, ags1,...} € R,k € N, weil (a,) beschrankt.VEk : ek < g1 <
t hsend beschréinkt . i
ak+1 < sup{a, : n € N} (klar)(ck)mono oM P by = limy_eo ¢ existiert, d.h.

h, wohldefiniert.

Zeige h, ist Haufungspunkt: In; € N mit a,, <c1 + 1= ap, < cp, + 1 weil 1 < nj.
Seien n; < ng < --- < ny, bereits definiert mit a,, < c,, + %

A e N, I > ng mit a; < cppq1 + k—i_l

=aq <c+ ﬁ Setze ngq = 1.

. k k
Damit hy "« ¢y, < Ay < Cpp + £ = Ay, — hy

~—

Definitionvon(c;)en

Zeige h, ist kleinster Hiufungspunkt. Sei h Haufungspunkt = 3(a,, ) C (a,) mit

k—o0

Zu h*. Behauptungen folgen aus h* = — lim,, .o inf(—ay) O

2.1 Cauchy-Folgen

Definition 67 (Cauchyfolge) (a,) C C heifit Cauchyfolge (CF), wenn: Ve > 03N € N
so0, dass VYn,m > N |a, — am| < €.
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Satz 68 () Sei (a,) C C. Dann gilt: (a,) konvergent < (ay) Cauchy-Folge.

Beweis: "= q := lim,_, o ay,. Sei € > 0 vorgegeben.

N € Nmit |a, —a|] < §Vn > N.

Vn,m>N: |ap —am| =|an —a+a—an| <lay —al +lam —al < §+5=¢

7<= Zeige zunéchst: (a,) beschrénkt.

Zu e = 13N € N mit |ay, — ap| < 1Vn,m > N. Sei ng > N.

Vm >N am| = [am — ang + ang| < am — ang| + |any| <1+ [an|

Vn € N |a,| < max{|ai|,|az],...,|an|, 1+ |any|}

Nach Bolzano-Weierstraf 60: 3(an, ) C (an), (an, ) konvergent.

Sei a := limy_.o ap, . Zeige ay "

Sei € > 0 vorgegeben. 3K € N mit |ap, —a| < §Vk > K

Auferdem 3N € N mit |a, — ann| < §Yn,m > N.

Dann gilt Vk > max{N, K }:

lax — a| < lag — an, | + |an, —a| <e¢ O
S—— ——

<gweilk>Nundniy>k>N < Sweilk>K

Bemerkung 69 () Insbesondere: R besitzt die Figenschaft (C). Setze fir R statt dem
Intervallschachtelungsprinzip (1) die Figenschaft (C) voraus. Zeige (C)=(1). Damit an-
gekiindigte Aquivalenz von (I),(S) und (C) gezeigt. Jede dieser drei Eigenschaften ist eine
gleichwertige Formulierung der Vollstdndigkeit von R.

2.2 Uneigentliche Konvergenz

Fiihre die ideellen Elemente —oo # oo ein und definiere R := R U {—00,00} mit der
Festsetzung —oo < z < ooVz € R.

VaeR: [a;oo[i={z€eR:x>a}

[a;00] ;={z €R:x2>a}U{oc} ={z €R:2>a}

Entsprechend ]a, oo[, Ja, 0o] und | — 00, al, . ..

Definition 70 (Supremum unbeschrinkter Mengen) Fir M C R sei sup M :=
0o, falls M mnach oben unbeschrinkt. Analog inf M := —oo, falls M nach unten unbe-
schrankt.

Eine Folge (a,) C R konvergiert gegen oo (—o0), wenn: Ve € RIN e N: a, > cVn > N
(an < c¥n > N).

Man schreibt auch lim,, .o a, = 0o (—oc) und sagt: (a,) konvergiert in R oder konver-
giert uneigentlich oder divergiert bestimmt gegen oo (—o0).
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